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$ 1. — Segmentos de recta. 


1. Definições. — Um movel póde deslocar-se sobre uma recta em dois 
sentidos oppostos ; um d'elles, tomado arbitrariamente, chama-se sentido 
positivo; o outro é o sentido negativo. 

Chama-se recta dirigida, uma recta indefinida sobre a qual se escolheu 
o sentido positivo. 
Chama-se segmento de recta uma parte de recta que se suppóe per- 


corrida. 1novel em determinado. O ponto de partida 
do mre y o de chegada é a extremidade 

d l exi atos distinctos; pois póde 
dois segmentos têm 
0; mas está con- 


por BA conforme 
rimeira letra da no- 
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$ IL — Projecções orthogozrzías sbre rum efrs. 


v. Projecção de um posto. — Ciamos proyecto de um emis $ 
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vii. translação do eixo. — As projecções de um mesmo segmento de 
recta sobre dois eixos parallelos são iguaes € te O mesmo siynal, 


` ão i s valor absoluto, como porções d 
s projecções são iguaes em va I s de pa- 
lc Pomprehendidas entre parallelas ; e tem evidentemente o 


mesmo signal, se a direcção positiva é a mesma sobre os dois eixos, 


vu Observação 1. — As projecções de dois segmentos iguaes e de 
sentido contrarios AB, BA, sobre o mesmo eixo, são iguaes e de signaes 


contrarios. 
Essas projecções são ab e ba. 
Temos (l, A) ab=— ba. 


1X. Observação II. — À projecção de um segmento AB sobre um 
eixo X'X é nulla em duas circumstancias : 

4º Quando o segmento AB é nullo; | NV 

2* Quando o segmento AB é perpendicular ao eixo X'X. 


X. Contorno polygonal. — Quando um movel descreve uma linha 
n ABC...KL, no sentido marcado pela ordem das letras, seu 


. ponto de partida, A, se chama origem do contorno, e seu ponto de che- 
d L, a extremidade do contorno. 
: segmento. une a origem do contorno á sua extremidade, se 
; dert nte do contorno polygonal. e 


ção de contorno. — Cha- 
o de um polygonal sobre um 
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XIII. Corollario I. - 
e a mesma extremidade, sua 


olygona 


um mesmo 


- Com effeito, cada uma d'ellas & igual é projecção 
4 commum. 


XIV. Corollario II. — A projecção de um contorno fechas 


nte 
» nulla, sua projecção 
Em lodo caso, a proj de um contorno f ABCDA é a 
somma 
ab 4- bc -- cd 4- da 
que sabemos ser ider ite 
Observação. — A projecção de um contorno polygonel sobre un 


eixo é nulla em d circumstancias : 
12 Quando a resultante é nulla, isto é, quando o polygono é 
2º Quando a resultante é perpendicular ao eixo de projecção 


XV. Polygono reverso. — Assim se c 


um c rno 
polygonal cujos lados não se acham todos no me E 
lano. IMA 
As definições dadas precedentemente não i 
que os diversos pontos projectados sobre u Ha 


tejam no mesmo plano passando por esse eixo; mas 
para obter as projecções a, 0,.... de diversos pontos LL 
A, B,... que não estão no mesmo plano, faz-se passar Fig. é 
por cada um d'esses pontos um plano perpendicular ao 
eixo de projecção ; as intersecções d'esses planos com o eixo são as pro- 


um contorno 


é nulla ou perpendicular 
dicular ao mesmo tempo 
a resultante é nulla, isto 


l plano 
IS rectas concur- 
te para 
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Com effeito, a resultante não póde ser perpendicular ao m 
tempo a duas rectas concurrentes situadas com ella no mesmo a 
Por consequencia, se a projecção do contorno é nulla para cadi ano, 
d'esses eixos, a resultante é nulla e o contorno é fechado. ida um 


& III. — Das funcções. 


XVIII. Variavel independente. — Uma variavel é denom 
pendente, quando se lhe attribue arbitrariamente os valores que 
ceptivel de tomar. 


inada inde- 
ella é sus- 


XIX. Funcção de uma variavel. — Uma variavel i 
funeção de uma variavel independente, quando a cada valo p 
ponde um valor determinado d'aquella. os 

Por exemplo, quando um corpo cahe em queda livre, o es, 
rido por esse corpo é funcção do lempo empregado em porca É 
cada valor é do tempo de queda corresponde um valor e do espaço M 
corrido. Sabemos que os valores correspondentes e, t, estão ligados ¿ole 
si pela fórmula algebrica 


Qualquer expressão algebrica que contenha uma variavel z é um 
funcg&o d'essa variavel; assim, z e y representando duas variaveis e, i 
b, c, numeros dados, a fórmula 


- =av+be+e | 
calcular um valor de y correspondente a cada valor attri- 
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variavel independente x, são representadas frequentes vezes por sym- 
bolos taes como f (2), F (27), 9 (2)... o 

Os valores que toma uma mesma funcção f(x) para valores particulares 
de sua variavel 2=0,2=b, 2=C.... Se representam pelas motações 
f (a), f (è), f fc)... 

As letras f, t, g se denominam caracteristicas das funccóes. 

XXII. Funccáo periodica. — Uma funeção é denominada periodica 
quando seu valor ndo muda ajuntando-se d sua variavel independente 
uma quantidade determinada, ou um qualquer dos multiplos d'essa quan- 
didade. ] - 

A amplitude do periodo é a mais ponens das quantidades cujos 
multiplos addicionados å variavel independente reproduz o valor 
da funcção 

Por exemplo, w designando uma quantidade determinada, e k um 
numero inteiro qualquer ; se, paratodo valor de x epara todo valor do 
numero inteiro k, temos 


f (4 - ks) —f (2) 


a funcção f(x) é periodica, e a amplitude do periodo é w. 


XXIII. Funeções inversas. — Chamam-se funcções inversas duas 
variaveis que são funcções uma da outra. 

Por exemplo, se y é uma funcção f da variavel x, inversamente, x é 
uma funcção ? de y considerada por sua vez como uma variavel inde- 
pendente. Estas duas funcções y — f (x) e t— (y) denominam-se inver- 
sas uma da outra. 


metrica das funccóes. — Tracemos 
| YY que se cortam no 


esses eixos as direcções Y 
E ça Y s f 
xo P 
L 
Fig. 7. 


e signal pelo numero z 
nal pelo numero y; em 


y varia tambem, em 
no plano dos eixos 
funcção consi- 
lo M; OP chama-se a 


a duas funcções 
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s i das funcções circulares, e por 
trigonometria por objecto o estudo 
» especial a eee dos triangulos pelo calculo. 4 
está dividido em duas partes: a primeira contém os ple. 


fim 
ha theoria. ções circulares, a construcção das taboas 
e ^ pem rni analytícos ; a segunda parte 6 y 


mentos da ; 
e a circulares á resolução dos triangulos e a algumas 
applicaç geometria. 

outras questões de 
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FUNCÇÕES CIRCULARES 


CAPITULO 1 


LINHAS TRIGONOMETRICAS 


$1. — Arcos e angulos, 


1. Medida dos angulos e dos arcos. — A medida de um angulo 
central é a mesma que ado arco comprahendido entre seus lados, 
comtanto que se tome para unidade de angulo o que corresponde á 
unidade de arco (Geom jJ 

A unidade de arco e, por conseguinte, a unidade de angulo é arbi= 


Fatica, toma-se por unidade de arro a quarta parte da circumfe- 
ouo quadrante ; ou então, a 360* parie da circumferencia, ou 

6 grão. Por isso os angulos tambem podem ser expressos de dois mo- 
dos:em angulos rectos ou fracções de angulosrectos,ou então em gráos 
minutos e segundos. Em todo caso, passa-se facilmente de uma a outra 


d'essas medidas. 
Em tri 


» 
- 
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à dos angulos. à 
do deslocar-se sobre uma circumfe- 
d'elles chama-se sentido positivo, 


10 

di 

3. Variação s 

'ariagoes dos arcos. Um movel p 

x ja em dois sentidos oppostos : um 

o outro sentido n Ae o está orientado quando se escolheu o sentido 
Diz-se que 


ci ferencia. ? ] 
altivo sobre rico, o sentido de movimento dos ponteiros de 
No circ 


in dá iderado como 0 sentido negalivo; o sentido 
um relogio é er erário pela flecha (fig. 8). 
pdt dee caminho percorrido por um movel sobre a cir- 
—— a um sentido determinado; quando mesmo e se movel 
pem loda, ou mais vezes à volta da circumferencia. 
O de petis do movel chama-se origem do arco; seu ponto de 
Lr o extremo do arco. A E E 
h o é positivo ou negativo segundo é elle percorrido no sentido 
= positivo ou no sentido negativo adoptados. 
O arco é uma variavel que póde tomar todos os 
valores, desde — co até, + o. 
Toma-se sobre «o circulo trigonometrico um 
fixo arbitrario A, a partir do qual contam-se 
e que por essa razão chama-se | 
traçam-se os diametros 


je um movel M parle do 
e a circumferencia no sen- 
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4. Arcos complementares. Chamam-se arcos complementares dois 
s cuja somma algebrica é igual a 909 ou T 


Se um arco tem por medida a, seu complemento tem por medida 


le 


Tomo-se por origem dos complementos o ponto B, situado 
a 90" da origem dos arcos, e consideram-se os complementos como posi- 
tivos no sentido do movimento dos ponteiros de 
um relogio. Com estas conv dois 
complementa lendo por origens respe 
A e B terminam no mesmo ponto. Assim o 
arco AM tem por complemento BM; ndoque 


o arco AM é infe ou superior a 90º, seu com- i 
plemento BM é positivo ou negativo. | 
E 


Observação. Para diante, a menos que os ar- 
cosconsiderados sejam os complementos de outros . Fig. 9. 
arcos dados, supporemos sempre, salvo indica- 


“ções contrarias, que todos os arcos têm um mesma origem A. 


Arcos supplementares. Chaman-se arcos supplementares dois 
cuja somma é igual a E k » 


Se um árco tem por medida a, seu supplemento 
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y arcos de mesma origem e de mesm: 


Por conseguinte ma comprehendidos na formula 


a extrem j- 


arco a esl 
— a—2kz-2 
amero inteiro à podendo ser posilivo, negativo ou nullo. 
E r origem A e por extremo M, todo 


observação. O Moe je pda ee extremidade é a somma algebrica 
arco ada mesma rs partindo da origem A, comprehendendo um 
e ra circumferencias, e tornando a lrazer o movel ao pon- 
a medir a, que conduz depois o movel do ponto A ao ponto M. 
to A; ooulro, 


dnm a Mela ao diametro que 


A cd a mesma parra 
passa pela m. 

Todos os arcos a, pem uma mesma origem e extremos collocados sobre 
uma mesma parallela ao diametro que passa pela origem, estão comprehen- 
didos nas duas fórmulas 

e _a=(2k+i)r—a (E) 


a=2kz4 a 
a um qualquer d'esses arcos e k um numero inteiro qual quer, 


tivo ou nullo. 
Sejam A a origem commum A, M' os extremos de uma corda paral- 
lela ao diametro AA”, isto é, dois pontos symetricos em relação ao dia- 


metro BB' (fig. 11). 
Se o arco « se termina no ponto M, por exemplo, seu supplemento 


termina no ponto M' (n* 5). Logo, em virtude da fórmula (D), todos os 
em M estáo comprehendidos na fórmula 


arcos 
a=2lkx+a 
= todos os arcos terminados em M' estão comprehendidos na fórmula 
A gs =2hr+(z—a) 


: s9—(2k--1)z—a r 


igem, tendo seus extre- 


inteiro qualquer, positivo, nullo ou negativo. 


^C anim 


M—— o 
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a indicando um qualquer desses arcos e k um numero inteiro 
qualquer, positivo, negalivo ou nullo, 

Sejam M,M' dois pontos diametralmente oppostos, isto 6, dois pontos 
symetricos em relação ao centro ao circulo trigonometrico (fig. 11). 

Os arcos geometricos AM, A'M”, sendo iguaes entre si, um arco a, 
indo do ponto A ao ponto M, poderá tambem conduzir do ponto A" 


ao ponto M". 
Assim, qualquer arco a, de origem A e terminado em um dos pontos 
M ou M”, póde ser considerado como sendo a somma algebrica de dois 
arcos: um, partindo da origem A, e terminando em A ou em A';o 
outro, egual a «, conduzindo depois de Aa M ou de A'a M". 
Ora, o primeiro d'esses arcos não póde comprehender senão um nu- 
mero inteiro de meias circumferencias positivas ou negalivas ; póde ser 


representado por Az. 
Por conseguinte qualquer arco a terminado em M ou em M” acha-se 


na formula 


a=kr+a 
k indicando um numero inteiro qualquer, positivo, nullo ou negativo. 
4º Arcos que têm a mesma origem, com seus extre- 
mos sobre a mesma perpendiculer ao diametro que 
passa pela origem, 
Todos os arcos a, tendo a mesma origem e extremidades sobre a 
mesma perpendicular ao diametro que passa pela origem, estão 


comprehendidos na fórmula : 
a=2kxrha 


a sendo um uer d'esses arcos e k um u inteiro qualquer 
Pci ip cii pi: e 


2 


Sejam M, M” os extremos de uma io 53 
di um meer. ae Eum: 
arcos geometricos AM, AM”” sendo seum arco a se estende 
His. e Le TREE: se eptender do ponto A ao 


9 
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os 
A cosecante do arco AM é a relação OS sendo a distanci 
$ IL. — Das funcções circulares. centro á extremidade da cofangente. he ie 
4 m relações trigonometricas MR y 
As funeções circulares, esos ecoa Ng Ca, a tangente, 5 Li nhas trigono meara — Convenciona-se uma vez por todas 
E igonometricas, são seis, q ante. Para abreviar escre- tomar por unii ade de comprimento o raio OA do circulo considerado, 
a secante, o coseno, a colangente e a cosecan'e. Portanto as seis relações trigonometricas do arco AM ou do angulo AQM 
ve-sel : sen, lg, sec, COS, colg, e os numeros que medem certos reduzem-seaos numeros que medem seusnumeradores, Essesnumerado- 
circulares de um arco j i " ressão segmentos de rectas que tomam o nome de linhas trigo ü 
As funeções mando se toma o raio do arco A T inhas trigonomctricas. 
ntos de recla, ligados Rue arco, q As definições que precedem pódem pois ser substituidas pelas 
“É “como unidade de Td cM são identicas á do arco que tem seguintes : 
Lea, pente pem O sexo de um arco é o comprimento da perpendicular baixada da eztremi- * 
a mesma medida qu dade de um arco sobre o diametro que passa pela outra extremidade. 
jeas/— Dado um angulo AOM, descre- A TANGENTE de um arco é o segmento da tangente tirada pela 
7º Relações lr verlice como centro uma circum- origem do arco, comprehendido entre essa origem e emma 
ferencia sobre a qual elle intercepta um arco AM. mento do raio que passa pela extremidade do arco. 
" igem do arco AM e M seu extremo; À SECANTE de um arco é o segmento de uma rect i 
Sejam A a origem di ; 0 seg cta comprehendido entre o 
tracemos OM e os diametros rectangulares AA centro do arco e a extremidade da tangente. 
e BB’. ^ - O cosexo de um arco é a distancia da extremidade do arco ao diametro que 
Chama-se Sexo de um arco a relação ao raio d'este o passa pela origem dos complementos, ou antes, por causa do rectangulo 
arco, da perpendicular baixada da extremidade do , i . OPM, o cosena é a distancia do centro g9 pé do seno, 
arco sobre o diametro que passa pela origem. à A COTANGENTE. é 0 segmento da tangente, tirada ao circulo d origem dos 
Assim, o seno do arco AM ou do angulo AOM é a complementos, comprehendido entre essa origem e o prolongamento do raio 
a] u » 3 que passa pela extremidade do arco. 


À COSRCANTE é a distancia do centro d extremidade da cotangente. 


Observação I. — O coseno, a cotangente e a'cosecante de um arco, 
que nào são mais do que o seno, a tangente e a secante do complemento 
d'esse arco, sio denominados por essa razáo linhas ou funecóes com- 
plementares. N 


e esa de un arco ario ao raio d'esse arco, da perpen- 
extremidade do raio tirada pela origem e comprehen- 
] pr mento do rato que passa pela extremidade 


Observação IE. —O ponto A sendo'a origem dos arcos e B a origem 
todos os senos são paralelos ao diametro BB' e 
todos os cosenos são parallelos ao diametro AA'. Eis porque o diametro 


eixo dos senos. 
T As tangentes são parallelas ao eixo dos senos, 
-cotangenles são parallelas ao eixo dos co- 


ção IIT. — É util modificar as de- + 
a secante e da cosecante, de modo que 
tar tambem estas duas ultimas linhas Fip la, 
ões reclangulares OA, OB. 
cireulotracada pela extremidade M do arco, encontra a 
0 um pon! e a direcção OB em um ponto $, 
1 ed er e OBS, OMS' mostram quea secante 
porta em OT' ea cosecante OS em OS. 


+ 


f 
) LI 
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7 
Ü coseno $ positivo no 1° e no je uadrante, negativo no 2º 2. 
q *, comprenendado n q , nega! e no 
3 um arco é o segmento da recta AA”, co! | quadrante. 
n encre e Saro 2" de Lc dritte a ao coloca do A secante de um arco tem sempre o mesmo signal que seu Coseno; a 
— enireo centro p vule de pa recta BB' comprehendido entre | cotangente tem o mesmo signal que a tangente “a cosecante tem o mesmo 
E te traçada à extremidade do arco. " signal que o seno 
circuloe a tangen costa vada As figuras seguintes indicam o signal de cada linha trigonometrica 
s. As linhas a ay eg seee indicam as seis linhas em cada um dos quadrantes (fig. 48). 
um dos quadrantes. — 


d 
Fig. 15. 


j idade M cahe successi- 
trigonometricas de um arco AM — a, cuja extremida 
vamente no 1*, no 2*, no 3: e no 4: quadrante. c ^ 

2» Temos =MP, tga=AT, sec a=0T ou : i 
i ena OP, cola BS, cosec a— OS ou OS”. | 


À j. Bíguace linhas trigonometricas. — Toda linha trigono- 

Po c a to de recta calar a um um eixos 
: rectangulares tendo origem sobre esse eixo, allribue-se- 
j DA, 0B, e à sua - 


Observação IL. Quando um arco acaba no 4º 
trigonometricas sáo todas positivas. 
No 2º quadrante, todas as linhas são negativas, excepto o seno e a 
cosécante. 
No 3º quadrante, todas as linhas sào negativas, 
= excepto a tangente e a cotangente, 
y No 4º quadrante, todas as Hnhas são negativas, 
excepto o coseno e a secante. 


quadrante, suas linhas 


by 


10. Theorema. As relações trigonometricas de Pie. iy 
| um angulo são independentes do raio do circulo US 
go que se conhece o angulo). n 

Seja um angulo AOM medido pelo arco AM=a, descripto do Es he 
0 M les- o 


=1,e por qualquer outro arco A! 
€ripto do mesmo centro com um raio qualquer QA' =R. 


» 


» 1 
d ^w 
^e 7 
PA a "I 
E p 
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At. 
Dairemes sobre AO as perpendiculares MP, MP"; os A e CAPITULO 1, — LINHAS TRIGONOMETRICAS. 19 * g 
semelhantes OPM, OPM dão; pluando o seno MP — M'P' e a cosecante 08=-0S" que são iguaes e de 1 
5 MP op OM mesmo signal. De modo que temos : ha 
~ MP =0P = Om 
sena cosa 4 
isto é AT o = E ` colg (= — a; =— cotg a. 
NP = =R dip. es 
p i OP . = Vor conseguinte, se sutstituimos um argo por seu 
É d'onde sen a= E e cos q— 23 Supplemento, as linkas triyonometricas As. d seu 
. valor. absoluto e mulum de signal, exceptuando o 
[s Por conseguinte, qualquer que seja o raio R, sen a é egual ^ razão seno e a cosecante, 
Mp o op k 
D > cos a é egual á razão T Nas applicações, frequentemente temos de nos 
E e O mesmo se dá com todas as outras razões trigonometricas. 1 lembrar que dois angulos supplementares tém senos 


» d iguaes, com o mesmo signal, porém cosenos iguaes comp 

signaes contrarios. 

$ lll. Relações entre as linhas trigonometricas de certos eixos. 

e 

" NO tirculo trigonometrico inscrevamos um rectangulo MM'M'M”, que 

E e tenha os lados parallelos aos diametros rectangu- 
lares AA’ e BB’, isto é ao eixo dos cosenos e ao eixo 
dos senos. Um reclangulo d'esses póde ser deno- 
minado rectangulo trigonometrico. 


13. Arcos que diferem duma semi-cir- 
cumferencia. Dois arcos AM e AM' que differem 
deuma semi-meia circumferencia lémsuas extremi- 
dades diametralmente oppostas; suas linhas trigo- aí 
nometricas são pois iguaese de signaes contrarios, X | 9k 
exceptuando a langente AT e a cotangente BS, / 


Construindo as linhas trigonometricas dos arcos que são iguaes e têm o mesmo signal. > xl 

terminados em cada um dos quatro vertiges M, M', Temoli pois " 

M^, M^, verifica-se que as linhas que Wipo mesmo Fig. t£. 

nome são iguaes em valor absoluto. Entre as nu- cosec (x-+ a) =— cosec a y 

merosas consequencias que decorrem d'esta obser- sec (= La) =—seca 

geração, as seguintes são especialmente uteis a colg (-I-a) =cotg a 
T Por conseguinte, se ajun!armos ou tirarmos a um arco uma semi-circum- 
— 41. Arcos que diferem de um numero ferencia, as linhas trigonometricas consercam seu valor absoluto e mudam 
de cireumferencias. Dois arcos da mesma origem, que - de signal, exceptuando a tangente e a cotangente. 


iro de circumferencias, terminam no 

Hs y. é, 1); elles (don, = is, as mesmas linhas trigonome- 14. Arcos iguaes com signaes contrarios. Dois arcos iguaes e 
z - com signaes Contrarios, AM e AM, têm suas extremidades symetricas em 

n relação ao diametro AA'; suas linhas trigonometricas são pois iguaes 

em valor absoluto e com signaes coptrarios, exceptuando o coseno OP e 
a secante OT — OT', que são iguaes e têm o mesmo signal. 
Assim póde=se escrever : ` 


“sejam o arco a e o numero inteiro k, podemos 
WU. a 


sen (— a) = 
cos (— a) 
lg (—a)—— tg a. 


Por conseguinte, se mudarmos o signal de um arco, ag linhas trigonome- 
tricas conservam seu valor absoluto e mudam de signal, exceptuando o 
coseno e q secante. , r4 d 


Biseredssok Vie do | os 


e O o UU em nb. 


m 


á 
27—az éo arco que se procura. . Å. 


e " 
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sempre um arco do primeiro quadrante e sí 
n trigonometricas que elle, em valor lue A 
m, abstracção Ns P icones ad a trigonometrici? tomam 
quadrante todos os 
que são susceptiveis; de modo be La 
nhecessemos As linhas trigonometricas de todos 
Os arcos comprehendidos entre 0º e 909, d'ellas 
poderifmos deduzir os valores e os signaes das 
linhas trigonometricas de todos Os outros arcos, 


endo as mesmas 


15. Reduzir um arco ao prim 
drante. riae. 


Reduzir um arco ao primeiro quadrante, é achar 

Mx 9 arco comprehendido entre 0º e 90º cujas linhas 
trigonometricas são iguaes em valor absoluto ds do 
arco dado. 

Para reduzir ao primeiro quadrante um arco dado a, se esse 
arco excede 360º, divide-se primeiramente por 360; o que dá um quociente 
inteiro q e um resto a inferior a 360. 

O quociente indica quantas circumferencias inteiras encerra o arco 
dado; o resto mostra em que quadrante esse arco termina e, por 
consequencia, com que signaes estáo affectas suas linhas trigono- 
metricas. 


Se o resto a é inferior a 90º, é o arco procurado, cujas linhas trigonome- 
tricas são iguaes em valor absoluto ás de a. à 

Se a é um arco do 2º quadrante, diminue-se de z : & differença = — z é 
o arco que se procura. 1 

Se a é um arco do 3º quadrante, tira-se-lhe z : 0 excesso a — z responde: 


Sea? um arco do 4° quadrante, diminue-se de 2x : a differença 


É CAPITULO 1. — LINHAS TRIGONOMETRICAS. “a 
das dg,arco a, basta exprimil-as primeiramente em funeção des linhas 
trigononetricas do arco (—«), «€ depois substituir estas em funeção 
das do arco d. Š 

Os arcos E jo 3) e (—a) sendo complementares, temos successiva- 


mente (fi** 7 e 14): 


sen (a + 


cos (a + a | =sen(—a)=— sena 


= cos (—a) = cos a 


= cotg(— a) = colg a, etc. 


z " T 
Por conseguinte, se dois arcos diferem de 5, as tinhas trigenometricas 


de um são iguaes em valo luto ds linhas complementares do outro; € 
esses valores iguaes tém s ws contrarios, excepto o seno € a cosecante do 
maior arco e o coseno e a secante do menor, que são quatro linhas trigono- 
metricas com 0 mesmo signal. 


$ IV. — Variações das linhas trigonometricas. 


Estudemos as variações de cada uma das linhas trigonometricas 
do arco a quando elle passa, crescendo, por todos os estados de 
grandezas 

Supporemos que'esse arco é gerado por um movel M que descreve a 
circumferencia no sentido positivo. 

Todas as vezes que esse movel passa no mesmo ponto da circumfe- 
rencia, as seis linhas trigonometricas do arco retomam os mesmos 
valores (nº 11). 

A cada volta de cireamferencia, as seis linhas trigonometricas tornam 
a tomar quatro vezes os mesmos valores absolulos, para as quatro 
posições de ponto M situadas nos verlices do mesmo rectangulo trigo- 
nometrico (fig. 20), 


17. Seno e coseno., 
„A Variações do seno. — Se a extremidade do arco parle da origem 
+ €, indo no sentido positivo, descreve os quatro quadrantes, 
valores intermediarios, 


inverso todos os valores precedentes. 
3* quadrante, o seno torna-se negativo e decresce de 0 a—4. 
4 quadrante, o seno fica negativo e cresce de — 1 a 0. 


“Para duas posições da extremidade M equidistantes do ponto B ou de 


o sen dois valores iguaes e com o mesmo signal. 


signaes contrarios. 


* E $ 


wu >. - 


= No 1º quadrante, o seno cresce de 0 a 41, passando por todos os 


No 2º quadrante, o seno decresce de + 4 a 0, retomando em sentido) 


M equidislantes do ponto A ou do ponto A”, os 


" 


^ 
» 
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y vez a extremidade 
^" "moda ian ius ba Em Emma M circumfereneia, o sem 
* dos valores comprehendidos dintre do por 0, e Loma duas vezes rada um 
Periodicidade 


CAPITULO 1. — LINHAS TRIGONOMETRICAS. 
Logo, o coseno é uma funcção periodica do arco, e a amplitude de seu 


" do seno, — O seno nã s jas aiio a PA. E PRA 
ne i0 mu A 
40 arco um numero inteiro quale M: quando se ajunta ou se tira Curva figurativa das variações do coseno. — Sobre dois eixos rèctangu- = á 
circumferencias, Lemos I lares tomem-se para abscissas os comprimentos dos arcos eparaorde- W ~ 


sen (a -- 24x) — sen a. 
Logo, o seno é uma Aincoto | À 
. Rec odi a do i 
periodo é 2% (nº XXII. periodi a do areo, e a amplitude do seu E 
figurativa das variações do seno S i Fade 
Curva inções « — Sobre dois eixos rectang - x poe 
Sr ad € Oy, tomemos como abscissas os valores do re, de | T | j ; 
S as os valores correspondentes do seno a (ue XXIV) ES d t i — 
3 or entm lo, desenvolvendo o arco OM sobtem-se a abscissa OM 
u seno PM dá a ordenada Correspondente M'S — PM. d 
Elda é ponto M descreve a circumferencia, o ponto M' desloca-se 
eixo Or, e o ponto S gera a curva figurativa das variações do seno 
Essa curva se prolonga indefinidamente nos dois sentidos da recta Or, 


nadas os valores correspondentes do coseno, 


Pig. 1$. — Variações de coseno. 


ue passa pelas extremidades de todas as ordenadas, assim S 
nta as variações do coseno. - 


À curva « 
)btidas, rep 


"nte e cota ente. 


1º Variações da tangente. — Se a extremidade do arco parte de 
rig reve a circumferencia no sentido positivo z 
No 4º quadrante, a tangente é positiva, ella parte de O e augmenta 


indefinidamente. Quando o arco a tende para = com valores crescentes, 


Fig. 24. — Variações do seno. r sua langente tende para +0. 

No 2» quadrante a tangente é negativa; ella retoma os mesmos 
valores absolutos em ordem inversa; assim, ella cresce de — x a0. 
Vemos que quando a extremidade M passa por B, seguindo o sen- 
tido positivo, a tangente passa de + x a— x. 

No 4º assim como no 2º, a tangente cresce de — x a 0. 

Para dnas posicóes da extremidade M equidistantes dp ponto D ou do 
ponto B', as tangentes são iguaes e de signaes contrarios. 

Para duas posições diametralmente oppostas do ponto M, as tangentes 
são iguaes e têm o mesmo signal. 

A cada volta de circumferencia effectuada pela extremidade M, a 
aotan passa duas vezes seguidas pela serie completa dos valores 

e=xa+x. 


que ella corta em uma inünidade de pontos equilistantes;a curva é 
symetrica em relação a cada um dos pontos situados sobre Oz e em 


relação a cada uma das rectas passando pelas ordenadas maximas e 
minimas. 


2 Variações do coseno. — Se a extremidade do arco parte da 
g e descreve, no sentido positivo, cada um dos quadrantes : 
No quadrante, o coseno decresce de +1 a 0 passando por todos os 
intermediarios. 
IT © coseno decresce de 0 a— 1. a i 
quadrante, o coseno primeiramente cresce de— 1 a 0, 
D: 4-15 retomando assim, em ordem luversa, todos os 


| n0 2* e no 1* ps IESU e * 
equidistantes ou 


No 1* 


Periodicidade da tangente. — A tangente de um arco não muda quando 
se ajunta ou se tira a esse arco um numero inteiro de semi-circumfe- 
rencias. 

Temos tg (a -+ kx) — ig a 

Logo, a tangente é uma funcgdo periodica do arco, e a amplitude de seu . 
periodo é egual a x (nº XXI). 


2º Variações da cotaugente. um 


No 1* quadrante, a cotangente decresce de + x a O, 
No 2º quadrante, ella decresce de 0 a — x . T 
No 3* quadrante, ella decresce, como no 1º, de + x a O. 


E ee como no 2º, ella decresce de 0 a - x. 
De cada vez que a extremidade do arco dá a volta da circumferencia. 
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passa duas vezes pela serie dos valores de — x a-p x ; 
vezes de signaes passando quer por 0, quer pelo 
o; emfim ella não admitte nem maximo nem minimo. 


cotg (a-+kz)= cotg a 
Curvas das variações da tangente e da cotangente. 

> As variações da tangente e da cotangente são representadas pelas 
figuras seguintes. e 


k 


E 
Fig. 27. — Variações da cotangente. 


Fig. 28: Variações da tangente, 


19. Secante e cosecante. 


Para seguir facilmente as variações d'estas duas 
linhas trigonometricas, basta lembrar-se que a 
secante e a cosecante são os segmentos OT' e OS' 
interceptados sobre os eixos rectangulares OA, 0,B 
pela tangente ao circulo trigonometrico, cujo ponto 
de contacto coincide com a extremidade do arco. 
Quando esse ponto M descreve a circumferencia, a 
tangente TS gira sobre o circulo, e os pontos T',S', 
movem-se sobre 0s eixos. 
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No 2 quadrante, ella cresce de -i- 4 a + œ, 

No 3º quadrante, ella cresce de —« a —4, 

No 4º quadrante, ella decresce de — 1 a— œ. 

Para duas posicóes da extremidade M equidistantes do ponto B ou de 
ponto B', as cosecantes são iguaes. 

Para duas posições de M equidistantes do ponto A ou do ponto A”, as 
cosecantes são iguaes e de signaes contrarios. 

A cada volta de circumferencia efectuada pela extremidade M, a co- 
secante muda duas vezes de signaes passando pelo infinito, e toma duas 
vezes todo valor não comprehendido entre —1 e 4-1. 
licidade da secante e da cosecante. 
nos sec (a+2kx)=seca e cosec (a +2kx)= cosec a. 

Por conseguinte, a secante e a cosecante são funcções periodicas do arco, 
e a amplitude de cada periodo é 2 z. 

s figurativas da secante e da cosecante. As variações da secante € 
nte se acham representadas pelas curvas seguintes : 


Fig. 20, — Variações da secante. Fig. 30, — Variações da cosecanto. 


Resumo. — () quadro seguinte indica o valor das seis linhas trigo- 


. nometricas para cada um dos angulos. 


e.o sentido de variação de cada uma d'essas linhas nos quatro qua- 


drantes. 


A 


ELEMENTOS DE TRIGONONETRIA — 
p Resulta do que precede : 


não se acham compeehendidos entre — Le 4 1 é que 
wma seconte ou uma coseconte, 
ao intervallo de — 1 à + 1 são os unicos que 


E E V. -- Arcos tendo uma linha trigonometrica dada. 


— Umaro dado so tem uma linha trigonomotrica de cada especie: 
pelo dde e linha trigonometrica dada corresponde um 
numero arcos, 


Propemu-nos exprimir, em funcção de um Ventre elles, todos os 
“arcos tendo uma linha trigonometrica dada. i 

Deduziremos das fórmulas obtidas, as condições para que dois 
“arcos tenham senos iguaes, ou cosenos iguaes, ou tangentes izuaes, ete, 


20. Fórmulas dos arcos tendo um seno dado ou uma cose- 
cante dada. — Todos os arcos tendo um seno da /0 ou uma cosccante dada 


“estão comprehendidos nos duas fórmulas. 


ea=lir+a e a—(?k-—!):— a E) 


4º Arcos tendo um seno dado. — Tomemos sobre o eixo do 
1 seno BB' um segmento OH igual em grandeza e 
em signal ao seno dado; depois, pelo ponto H, 

| tracemos a corda MM' parallela ao diametro AA". 
E evidente que todos os arcos terminados em M 
ou em M' tàm por seno OH, e que sáo os unicos. 
Assim todos os arcos que têm o mesmo seno dado 
terminam sobre uma recta parallela ao diame- 


. sto é, que tenhamos a — a=} z. 
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(nº 8, 29), todos os arcos a tendo a cosecante dada se ham comprehen- 
didos nas fórmulas (E), nas quaes s designa um qualquer d'esses arcos. 


Condição para que dois arcos tenham senos eguaes. 


! 


Para que dois areos tenham senos iguaes, e por consequencia cosecantes 
iguues, é preciso e sufficiente que sua diferença seja wm numero par ou que 
pama seja um numero impar de semi-circumferencias. 


Com effeito, para que dois arcos a e a tenham o mesmo seno ou a 
mesma cosecante, é preciso e sufficiente que elles satisfacam a uma das 
formulas (E), isto é. que tenham 


a a=2kx= ou então a--a-—(2k--1)* 


21. Fórmula dos arcos tendo uma tangente ou uma colan- 


gente dada. — Todos os arcos tendo uma tangente ou uma cotangente 
lada acham-se comprehendidos na fórmula 
a=brz+s (F) 


ndo um qualquer d'esses arcos e k um numero inteiro qualquer, 


, nullo ou negativo. 
1º Arcos tendo uma tangente dada. — Tomemos sobre a 
tengente em A um segmento AT igual em gran- T 
deza e em signal à tangente dada; depois tiremos n $ / 
a recta OT que encontra a circumferencia em M LC Ll S 


e em M’. E evidente que todo» os arcos termi- 
rados em M ou em M’ têm por tangente OT, e / 1 


que são os unicos. NL , A 
Assim, todos os arcos que tóm a mesma tangente | n 

dada terminam scbre o mesmo diametro. X l 
Logo (n: 6, 3º), se designarmos um d'esses arcos NS i 


por a, todos se acham comprehendidos na fórmula 
(F) na qual & representa um numero inteiro 
qualquer, positivo, nullo ou negativo. 


9» Arcos tendo à mesma cotangente. — Tomemos sobrea 
tangente em B um segmento BS igual em grandeza e sigual à cotangente 
dada; depois tracemos a recta OS, que corta a circumferencia em M e 
em M'. Todos ox arcos que têm a cotangente dada estão pois terminados 
sobre o mesmo diametro, e dois quaesquer d'esses arcos, a e a, satisfa- 
zem á relação (F). 


Condicáo para que dois arcos tenham tangentes iguaes. 

Para que dois arcos tenham tangentes iguaes, e por conseguinte cotan- 
gentes iguaes, é preciso e sufficiente que u sua di fferenga seja um numero , 
inteiro qualquer de semi-circumferencias. " 

Com efeito, paro que dois arcos a e « tenham amesma tangente ou 
a mesma cotangente, é preciso e sufficiente que salisfaçam á formula (F), 
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1 arcos tendo um coseno dado ou uma 
a ecu we ar os arcos tendo um coseno dado ou uma secante 
o Desire comprehendidos na formula 


e«=Uxz>Ba (6 


designando wm qualquer d'esses arcos e k um numero inteiro qualquer, 
positivo, negativo ou nullo. 


— W Arcos tendo um  eoseno dado. — Tomemos sobre o cixo 
“de A dos cosenos AA' um segmento OP igual em 
grandeza e signal ao coseno pos depol tire- 
mosneloponto Pacorda MM’ parallela ao dia- 
metro Bb”. E'evidente que todos os arcos ter- 
minados em M e em M' tém por coseno OP, e 
que 810 os unicos. 


Assim, todos os arcos que tém um coseno dado 
lerminam sobre uma recta perpendicular ao 
diametro AA'. 

Portanto (nº 6, 4º), se designarmos um d'esses 
arcos por a, todos estão comprehendidos na for- 
mula (G) na qual k representa um numero inteiro qualquer, positivo, 
negativo ou nullo. 

Lo Rad A 


' tendo uma secante dada — Tomemos sobre o eixo 
m segmento OS igual em grandezae em signal &secantedada; de- 
d pontem rci rper Todos ES arcosterminados 
| em secante OS, e sào elles os unicos, 
ra im De tina pontos M, M’ cortando a tangente TT 
a circumferencia descripta do centro O com OS’ como raio ; as rectas 
y e M' são symetricos em relação ao diametro AA”. 
(nº 6, 4º), dois arcos a e a tendo a secante dada satisfazem á 


" 


Fig. 33. 


is arcos tenham cosenos iguaes. 


CAPITULO 1. -- LINHAS TRIGONOMETRICAS. 29 


trigonometrica de cada especie; pelo contrario, a uma linha trigo- 
nometrica dada corresponde uma infinidade de arcos. 


Sendo y-—senz,  y-cosz, y=lgz 
as funcções inversas escrevem-se respectivamente 
g-arco sen y, E=AIC0 cos y, z-—arco lg y 
Nenhuma d'essas funcções está completamente definida; cada umt 


d'ellas admitte uma infinidade de determinações differentes; 
36 conservar porém, um unico valor da primeira funcção, por exemplo 


basta sujeitar o arco z a ficar incluido entre — 5 e $ para conservar 


sómente um unico valor da segunda funccáo, basta especificar que o arco 


x está comprehendido entre O e x. 
Os autores inglezes costumam empregar em vez das notações: 


x = arco Sen y; x = arco cos Y jos.» 
as seguintes 


= E 


x = Sen yi X= COS yj. 
Exercicios 


1º Erprimir em grdos, minutos e segundos o arco i 9 complemento 
Tr , 13x 
de y *º supplemento de EE 
Substituindo x por seu valor 180º, temos 
37 3x480 Á— A 
TES ues 


O complemento de x é 


¡== ena 
O supplemento de xu é 
30 é 
13x 47% 
Me 


2» Sabendo que seno 30* =4, calcular o seno de cada um dos arcos 
130º, 210°, e 330º. 


Temos 150»—180*— 30; logo sen 150°—sen 305 


210º=180º 430%; logo sen 210*=—sen 30: =— 


pa A 


330º=360º— 30º; logo sen330-=-—sen 30 —— 


Ac ws 


E 
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é : 4 CAPITULO |, — LiNHAS TRIGONO! . 
3* Reduzir ao primeiro quadrante o arco 189^ : h a E e 
rie 180 — M0* X 5 1-04» i Para dois valores distinctos do numero inteiro, k e k', não se póde tes 
3 * 480" — 94» — 86º LA i 
.. Portanto o arco dado encerra 5 circunferencias inteiras ; elle termina OR ys yy 
no 2º quadrante, e suas linhas trigonometricas têm os mesmos valores Efectivamente, essa igualdade teria por consequencia. (nº 24) 
absolutos que as de 86°. kr ne 
T de Achar os arcos X que verifiquem a igualdade DA 
y i senz— sen? n sendo um numero inteiro qualquer. 
o - Os arcos tendo o mesmo seno que 15* estáo comprehendidos nas indi $ Ora, esta ultima igualdade poderia escrever-se 
| z—23kx--i5* e 2=(2+1)=—13. E 
fórmulas que podem nor reunidas na fórmula unica o que é impossivel, visto que o segundo membro é irracional. 
, z—kz-4-(- 0) 15° z 
5º Achar todos os arcos X que satisfaçam d igualdade ' È 
1gz—1g30* 
Os arcos tendo a mesma tangente que 30º estão comprehendidos na 
fórmula z—kz- hs imk 1)7 


6* Resolver a equação cosz = costs” 
"Todosos arcos x tendo o mesmo coseno que 43º estão comprehendidos 


"ma fórmula. 22 Me gk fo (8H + 1) 7 

7º Achar todos os arcos X cujas linhas trigonometricas sejam iguaes em 

valores absolutos ds do arco a. 

Todosesses arcos x, terminados em um ou em outro dos quatro vertices 
à rectangulo trigonometrico, estào comprehendidos na fórmula 


E, quando se attri- 


ometrico as extremidades de todos 
m a circumferencia, a partir da 


CAPITULO H 


FÓRMULAS TRIGONOME Talas o 
- 


r 


$1. — Relações entre As linhas trigonometricas de um 
mesmo arco, 


23. Fórmulas fundamentaes. — Entre as seis linhas trigonome- 


tricas de um mesmo arco, existem 5 relações dis- 
a q linetas, que são as fórmulas fundamentaes da tri- 


: G gonometria. 
: Seja AM — a um arco do primeiro quadrante 
3 A , Tracemos suas seis linhas trigonometricas, 
r O triangulo rectangulo OMP dá 
BY, WP. UR 
ou 


E sen*a-i- cos! a—1 (4) 
Os triangulos semelhantes OAT, OPM dào 
x AT OA OT 
M OP OM 
tga i — secá 
á ou — M o— — 


a cosa B 
à 
sena 
m= cosa (2) 


sea = 3) 
JPM permittem que se escreva 
os 


CAPITULO 11. — FORMULAS TRIGONOMETRICAS. e 


formulas fundamentaes são verdadeiras para um arco 

B reino qualquer que seja este arco, exíste sempre um arco 
do primeiro quadrante tendo as mesmas linhas trigonometricas em 
valor absoluto (nº 15); basta pois verilicar os signaes. 

Ora, a “fórmula (1) não encerrando - quadrados, 
essencialmente positivas, é sempre satis! eita. | 

A tangent e pa e devem ser posilivas no primeiro e no 
ceiro quadrante, e negalivas mës outros dois; é esse resultado que dão *, 
as fórmulas (2) e (4, pois o seno e o coseno são do mesmo signal no — 


primeiro e no terceiro quadrante, e de signaes contrários nos outros . 
dois. ; > 
Emfim as fórmulas (3) e (5) são tambem geraes, visto que a secante q 


é sempre de mesmo signal que o coseno, ea cosecante de mesmo signal 
Que o seno (n^ 9). z 


25. Fórmulas que se deduzem. — Combinando entre si as 
formulas fundamentaes, podemos estabelecer muitas mais relações 
entre as seis linhas trigonometricas de um mesmo arco. D'este 
modo: 


1º Multiplicando membro a membro as fórmulas (2) e (4), 
obtemos tg a cotg a= i 


1 
ou OMEN d ande. 
Em virtude d'essa relação e das formulas (3) e (5), a cotangente de um 
arco é o inverso da tsngente,a secante é o inverso do coseno, a cose- 
cante é o inverso do send. 
Estaobservacáo é importantissima, porqueem grande numcro de pro- 
blemas relativos ás seis linhas trigonometricas de um mesmo arco, per- 
mitte-nos considerar exclusivamente o seno, o coseno e a tangente; as 


outras tres linhas podendo ser consideradas como conhecidas desde que | 
possuimcs as suas inversas. ý 


2º Dividindo os dois membros da fórmula (1) por costa, 


n*a f 
temos : Su i- pao 
costa cos! a 


isto €, tendo em conta as fórmulas (2) e(3), 

E 1-F-ig!a— secta 

Dividindo os dois membros de (1) por sen? a, teriamos 
1-1- cotg* a — cosec? a 


- z rA 
m se Cr cos a e sen a por seus inversos, as fórmulas (2) e (8) Ma. 


lg a=senaseca 


colg a— cosa coseca 


Observação. Por meto de considerações geometricas póde-se tam- 
fpem estabelecer, etre as finhas trigonometricas de um mesmo arco, 


relações 22, 8, 4, 5). Por exemplo, os triangulos 
tectangulos OAT,OBS dão immediatamente 4 4 tg "- sect a e 


e 1+colg? a =cosec! a 


> 
CC Perém essas relações, assim como todas aquellas que se podem einer 
E do maneira entre as linhas trigonometricas de um mesmo 


5 


arco, se dedusir das cinco formulas fundamentaes. É o que 
resulta do theorema seguinte : 


26. Theorema. Entre «s seis linhas trigonometricas de um mesmo 

arco, emistem cinco relações distinctas e sómente cinco. 
E. 4º Ha cinco relapses distiwctes. ElTectivamente, as cinco fermulas fun- 
dameniaes que estabelecêmos más podem entrar wma ma outra, pais 
cada ums das quatro ultimas contém uma linha trigonometrica que 
não figura em nenhuma outra. 

Demais, a uma linha trigonometrica dada correspondem arcos que 
têm suas extremidades em dois pontos sómente (nº 20 e seguintes); as 
outras cinco linhas trigonometricas d'esses arcos estão pois determinadas 
edeve-se poder calculal-as em funoção da primeira. Ora, para determinar 

d te cinco incognitas, é preciso cinco equações. Logo, entre 
as seis linhas trigonometricas de um mesmo arco, existem cinco rela- 
ções dislinctas. 

2º Não póde haver mais de cinco relações distinctas. Effectivamente, seis 
relações distinctas formariam um sysiema de equações d'onde poder- 

se-hia Lirar para as seis linhas iniganometricas valores determinados e 
. independentes do arco. O que é impossivel. 

E Expressão das linhas trigonometricas de um aree em 
d de uma d'ellas. Por meio das cinco fórmulas fundamen- 


- erar O seno, o coseno, e a tangente, visto que 
is são conhecidas ao mesmo tempo que suas inversas 
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tricos em relação ao diametro BB”, Ora, os arcos terminados em M e os 
arcos Lerminados em M’ têm cosenos iguaes e signacs rontrarios, Logo, 
sende Jadu sena, oarco a pode terminar indillerentemente em M, ou 
em M , de mudo que o valor de sen a € o de tg a são determinados em 
valor absoluto, mas nào em signal. 


20, 2 Calcular sena e tga em funeção de ces a. Üblem-se 


do mesmo modo. 
sena ty i- “007 4 
+yli osa 
e Aga = —— 
cosu 


O coseno dado determina uma infinidade de arcos que terminam 
em dois pohlos M, M", >ymetricos em relação ao diametro AA. Ura, os 
arcos Lerminadus eim M c vs arcos terminados em M” Lém senos iguaes 
9 sigudes conmiat iv», laageuies iguaes e siguaes contrarios. Portauio, o 
arco u seudo um vu outro d esses arcos, o valor de sen ae o de lg a nào 
sào delerminados senáo em valor absoluto. 


29. 3º Calcular sena e cos a em funeção de tg a. As incoguitas 
são determinadas pelo systema das duas equações 


senta + cosa (1) 
sena 
a= 
tg cosa (2) 


Eliminemos sena por substituição. A equação (2) póde se escrever 
sen a = tgu cosa (2j 
A equação (1) fica sendo 
cosaltgial 1) —1 


E 1 
cosa = — 


D'ella se deduz 
gi <viriga (6) 


Levando em conta este resultado, a equação (2) dá 


ten " 
=yirligia e 


Nas fórmulas (6) e (7) os signaes + correspondem-se, assim como os 
siguaes —; pois cada valor de cosa dá um unico valor de sena. Não se 
póde associar 0s dois valores de cos a com cada um dos valores de sena, 
e 0 systema (1, €) só admitte duas È 


seng = 


Observação. O systema das equações (1) e (2) póde ser resolvido da 
inte mancira. í 


"n equação (2) páde se escrever, collocando as duas incognitas nos 


sena — cosa 
We 
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os dois membros ao quadrado, ajuntemos depois as frac. 
mo a termo. Vem, attendendo-se á equação (E)? 


" senta — cosa | i 
: "e 7d Cup o 
que se deduz 
P sena= —, cosa=—— 
TX Wa +y iia 


cada valor de sena a cada valor de cosa obtem-se quatro 

" E. que pre do ea (8); gon o systema (8) nào é 

TAM equivalente ente ao proposto, vando ao quadrado a equacào (a) intro- 
- duzimos as soluções da equação estranha 

sena 

cosa 


escolher, entre as quatro soluções, aquellas que convém ás equa- 
Para , qões (1) e (2), basta notar que os valores pem 
pondentes de sen a e de cos a devem ter por quo- 
ciente —+lga. Só se consegue este resultado 
tomando o mesmo signal diante dos dois radicaes 


30. Explicacáo dos duplos signaes. A 
tangente dada determina uma infinidade de arcos, 
terminadosem dois pontos M, M' diametralmente 

Ora, os arcos terminados em M e 
que terminam em M' tém senos iguaes e 


= — tga. 


contrarios. Logo, a designando um qualquer 
s arcos, sen a e cos a só se acham determinados em valor absoluto. 
len! te desappareceria a ambiguidade, se — o arco a 
tempo que a sua tangente; poder-se-hia entào saber em que 
a termina esse arco, e d'ahi deduzir o signal 

s e o de cosa. 


n d 


"seno de melado do. 


de signaes contrarios, cosenos iguaese de signaes ` 


O seno MP de um arco AM éa | 
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regulares de 3, 4, 5, 6, 10... lados, as fórmulas precedentes permiltem q 3 
t P 


deduzir o seno e o coseno dos arcos seguintes ; 


Lj Lj z kd z 

y= 60º, T1 4%, 5 =36, =”. 19718 
Obtemos : E^ = 
te se 30* = cos gor — À £. 

en = = 3 m 
T v f 1 
cos 30* — sen 60* — M 

2 sen 45º= “coste — VE 
3. sen 18º — Y HL. cos 48º = V 1028 


Conhecendo o seno e o coseno d'estes arcos, póde-se deduzir todas as 
suas outras linhas trigonometricas. 
Por exemplo, acha-se : 


tg 30º — cotg 60« — + 
- 
tg 45^ — cotg 45* — 1 4 
tg 60» — cotg 30: — V3 


“l 


Hl. — Projecção de um contorno polygonal expressa por 
meio das funcções circulares. 


32. Theorema. A projecção de um segmento de recta AB, sobre um 
eixo dirigido XX, é igual, em grandeza e signal, ao producto do compris 
mento absoluto d'esse segmento, pelo coseno do angulo que forma a propria 
direcção do segmento com a direcção positiva do eizo. 


Seja A'B' a projecção de AB sobre X'X; pela origem do segmento, 


Pig. 37. - 


a semi-recta AZ parallela á direcção positiva XX. 
de AZ com a projectante BB'. Trata-se de es! 


AT ou AC=AB cos ZAB. 
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s 

— Para isso, da origem A como centro, descrevemos a circumference: 
tendo AB como raio. Essa circumferencia corta a semi-recta AZ em ne 

ponto D que se toma como origem dos arcos. + 

Quatro casos podem se apresentar segundo o ponto B parten TY 

ao 1º, ao 2º, ao 3º ou ao ° quadrante; mas, em todos os casos, o angulo 

ZAB tem a mesma medida que o arco DB e, segundo a definição do 

coseno, sempre tem em grandeza e signal * | 


cos ZAB = E 


AC=AB cos ZAB Q. E. D. > 


v 33. Corollario. — 4 projecedo de um contorno polygonal sobre um 
eixo é igual d somma dos productos que se obtem multiplicando o compri- 


L mento de cada lado pelo coseno «lo angulo que forma a direcção d'esse lado 
E com a direcção positiva do eixo de projerção. 

E Seja um contorno polygonal ABCDE, cujos lados tém por compri- 
3 ELM a, BC 3, CD—c e DE— d. EC 


Designemes por a, É, y, 3, os angulos formados pela propria direcgáo 


la um d'esses lados com a direcção posiliva do eixo de projecção 


que temos (XI) : : 
proj. AB + proj. BC + proj. OD + proj. DE 
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1º Seno (a+b) e eos (a + b) em funeção dos senos e cosenos 
dos arcos a e b. 
A partir da origem dos arcos, tíremos, em seguida um ao ouiro e 
cada qualem sew proprio sentido, os arcos 
AC —a, CD=b. 


Liguemos OC, OD; abaixemos DI perpendi- 
cular a OC, depois DP perpendicular a QA; 


emíim, tracemos as semi-rectas IE, IF res- 
pectivamente parallelas ás direcções positivas 
dos diametros A'A, B'B. 


Os dois contornos OPD, OID tendo a mesma 
resultante, suas projecções sobre um eixo qual- 
quer são iguaes entre si (XIM). 

Podemos pois escrever : 


proj. OP + proj. DP — proj. OI + proj. ID (a) 


4º Se tomarmos como eixo de projecção o diametro BB”, temos ; 
proj. OP=0 proj. PD.— sen (a + bj 
proj. 0t— 01 cos BOf — OT cos E a) = cos b sen a 
proj. ID—ID cos FIP— cos a—sen bh cos a 
Tomando em conta esses valores, a relação (2) torna-se 
sen (a-b) —sen a cos b-I-eos a sen b (8) 
2º Se escolhermos o diametro AX para eixo de projecção, temos : 
proj. OP.— cos (a + b); proj. PD—O 
proj. 01— OI eos AOF— OI cos a— cos a cos b 
proj. ID—ID cos EID —ID cos ( 24 a) =— sen a sen b 
A relação (a) torna-se : 
tos (a-1- b] — cos a eos b. — sen a sen 5 (9) 


Esta demonstração, fundada sobre um theorema que subsiste em 
todos os casos, é ella mesma inteiramente geral. As fórmulas (8) e i 
süo pois applicaveis, quaesquer que sejam os valores positivos ou nega- 

„tivos attribuidos aos arcos a e b^. 


2 Sen (a— l) e cos (1— b) em funcção dos senos e cosenos 
dos arcos ue b. 


Appliquemos as fórmulas geraes (8) e (9) aos arcos a e — b. Levanda 
em conta as igualdades. 


cos(-—b)= cos b e sen (—bj=— sen b 
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sen (a — b)= sen a cos b — cos a sen b 
cos (a -|- b) == cos a cos b + sen a sen b 


(10) 


senos dos arcos a, b, e c. Appliquemos a fórmula (8) aos arcos q 
e b--c. | 
a " 1 
A f senfa- (b-I- €) | sen a cos (b46) + cos a sen (4-c) ! 
E up desenvolvendo sen (5 -]- c) e cos (b-1-c) 1 
A a sen (a-i- b+c) = sen a cos à cos e-|-cos a sen b cos c ! 
` 3 =+ Cos a cos b sen c — sen a sen b sen e ^ 
E Tambem se obtem por meio da fórmula (9) : 
4 cos (a-+b + c)= cos a cos ò cos c — sen a sen b cos c 
" — sen a cos b sen e — cos a sen b senc 


- | Observação. — Procedendo de modo analogo, podemos obter suc- 
cessivamente os senos e os cosenos da somma de 4, 5, 6....,n arcos, 
em funcção dos senos e cosenos de cada um d'esses arcos, Todas as 

assim obtidas são polynomios inteiros e homogeneos em 
aos senos e aos cosenos dados, cada termo contendo o seno ou 
o coseno de cada um dos arcos addicionados. 


. 35. Calcular a tangente de uma somma algebrica de mui- 
tos arcos, conhecendo a tangente de cada um d'esses arcos. 
4 Tg (a3: b) em funcção de tg a € de tg». 
4º A fórmula fundamental (2), applicada ao arco (a-+b), 
e s- —_sen (a+b) 
(ao = sd) (63-5) 
endo os dois termos da fraccáo, 
T — Sen a cos b+ cos a sen o 
E Gs a cos — mn a send 


tg b, dividamos os valores superiores | 
cos b, Vem : K = 


" 


de (11) f; 
Ye Sen (a+b+o) e cos (a-b--c) em funecáo dos senos ooo- 1 


—— ÁO 
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Observação. — Temos tg 4j*—1 (nº 34). Se suppuzermos a=48*, 
as fórmulas (12) e (13) tornam-se 


tg (4) HEY 
1—tgb 
[EXT] 


Y Tg (a 4- b-- c) em funecáo de tg a, tg b e tge. Appliquemos 
a fórmula (12) aos arcos a e (b 4- c). Temos 


e tg (45 — b) — 


H tga+tg(b4 e) 
slet 03-917 1 aig io) o 
ou, desenvolvendo tg (b 4-0) 
tgb+tge 
I—igitge 
igb--ige 


1 tga s A Dias 


—lgbige 
depois, multiplicando os valores superiores e inferiores por 4 —tg btgc 
— Aga+tgb+tgc—tgatgbtgo 
UI 1—tgatgb — igblge—tgetga 
Observações. — 4º Podemos calcular successivamente, de um modo 
analogo, a tangente da somma 4, 5, 6..., n arcos, em funcção das tan- 
gentes d'esses arcos. Todas essas expressões são racionaes em relação 
ás tangentes dadas. 
2º Em logar de deduzir estas expressões umas das outras, poderiamos 
calcular cada uma d'ellas pelo mesmo processo que & primeira. Assim, 


para obtermos tg (a + b-c), basta dividir a expressão de sen (a+ b+c) 


pela de cos (a4-0+c), depois dividir os dois termos da fracção obtida 
pelo producto cos a cos b cos c. $ 


tga + 
1g (a 4- b 4- c) — 


$ IV. — Multiplicação dos arcos. 


O problema da multiplicação dos arcos consiste em exprimiras linhas 
trigrnometricas dos multiplos de um arco, em funcção das linhas trigonome- 
tricas d'esse arco. d 

Este problema é um caso particular do precedente, visto que todo 
multiplo de um arco a é uma somma de arcos iguaes a a. As fórmulas 
relativas ao multiplo ma se deduzem immediatamente das fórmulas 


relativas á somma de m arcos quaesquer, suppondo-se que todos esses 
arcos tomam um mesmo valor a. . 


36. Sen 22, cos 21 ou tg 21, em funecáo de sen a, cos a ou s 


tga. 


; fórmulas d'addi 8), (9) e (12), f: b—a. x 
ME ge 00 6 68) tuners 
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sen 34—2 sen a cosa un 
Wa (5-0) = cos acas b t sen b 
* cos la — costa — sen'a (18) 


= esti 


PE a ) 
u= ¡7 (18 


= imos cada linha trigonometrica do arco 24 
da linha de mesmo mome. Segundo a identidade 
senta + cos*a— 1 


as ANN A 


E 
- 
3 
À c0s 3a—3 cos? a— 1 

r Zase jme racionalmente em funccáo de cos a, 
>. D'este modo, cos cep a em funcção de sen à contém um 


j dc? do má En mento pit, e pr uM um duplo signal. 


1º c ce o arco a é um ar a de dos arcos comprehendidos 


- E E Mza 
$ desses arcos e k um numero inteiro arbi 
um 
E Sq qualquer d 
b Pci, Barco 2a é um qualquer dos arcos . E 
- 2a=4k=>2x 


| Qenstruamos sobre circulo trigonometrico as extremidades de 

tados esses arcos. NM o arcos 4Àx terminam na origem A; por 

AE conseguinte todos os arcos 4Kx--24 terminam 
no mesmo ponto M, e todos os arcos 44x — 2 no 
mesmo MW symetrico de M em relação as 
diametro A'A. Ora, os arcos terminados emM o 
os arcos terminados em M' têm cosenos iguaes e 
de mesmo signal. 

Logo, sendo dado cos a, todos os arcos 2a têm 

um unico e mesmo coseno- 

— 2 Sendo dado sen a, o arco a é um qualquer dos 

arcos comprehendidos nas fórmulas ) 


T cr undis e e=(A+1)r—s 


——''EAtUL OVES 
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uto M, e os arcos 24s — 2a em um ponto M', symetrico de M em re- 
fica o a NA. Ora, 08 arcos terminados em M e os arcos terminados em 
M q^ senos iguaes e de signaes contrarios, 

Por conseguinte sendo dado sen a, os arcos 2a têm dois senos iguaes 
e de signaes contrarios. 


37. Sen 37, cos Ja e tg Jaem funecáo de sena, cosa, ou tg a. 

Podemos proceder de duas maneiras : Nas fórmulas d'addição relati- 
vas á somma (a -i- b -]- e) (n** 34 e 35), faz-se e— b — a. 

Ou então, nas fórmulas d'addição (8), (9) e (12), relativas á somma 
(a -i- &), põe-se primeiramente b — 2a, depois desenvolve-se sen 2a. 

Vem, depois de feito todo calculo : 


sen 3a=3 sen a costa — sena (a) 
cos 3 a = cos! a — 3 sen? a cos a (é 
Jtga—lg'a 


Wr T—31g52 


Observação I. — Tg 3 a exprime-se racionalmente em fonccáo de tga, 
Do mesmo modo, como a fórmula (a) não contém cos a senão no se. 
gundo gráo e a fórmula (E) nào encerra sen a senão no segundo grão, 
podemos exprimir sem radical sen 3a em funcção de sen a. 


sen 3a—3 sen a — 4 senta 


e cos Ja em funcção de cos a 
, cos 3a =$ costa—3 cos a 


Observ ação II. — O methodo indicado permitte obter-se asinhas 
tri etricas dos arcos 4a, 54.... na em funegáo das do arco a. 

LE geral, sempre se póde exprimir racionalmente tg ma em funccáo 
de tg a e cos ma em funecáo de cos a; mas a expressão de sen ma em 
valor de sen a contém ou não contém radicaes, conforme m é par ou 
impar. 

Estes factos de calculo explicam-se a priori, de um modo muito 
simples, por meio de raciocínios semelhantes aos que terminam o nº 36. 


Observação IHI. — As fórmulas precedentes, assim como as relações 
fundamentaes, são identidades, isto é, subsistem para qualquer valor do 
arco considerado. 

Por exemplo, as fórmulas (14), (15), (16), podem se escrever, substi- 


tuindo em loda parte a por L 


sen e im. [ul 
cos a= cos! E — sent (K) 
eds 
Ie (1) 
Ld 


A E D^ 
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Empregaremos estas fórmulas no paragrapho seguinte, para calcular 
as linhas trigonometricas do arco 5 em funcção das do arco a : q que 
constitue uma propriedade frequentemente applicada, 
38. Theorema. — Todas as linhas trigonometricas 
arco se exprimem racionalmente em funccáo da ta; 


da metade d'esse arco. 
“4º Demonstração pelo calculo. 


Para obter sen a cos a e tg a, em funegáo das linhas do arco E 


de um 
ngente 


» Subs- 
tituimos a por 4 nàs fórmulas (14), (135) e (16) ; temos assim as fórmu- 
las (3), (K), (L). " 

A terceira exprime racionalmente tg a em funcção de tg > 

Para fazer apparecer lg 3 nossegundos membros das outras duas, divi- 


dimolas pelo binomio sen? $ + costes que é igual á unidade. 
A pene torna-se, dividindo os valores superiores e inferiores por 


o b . 
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Levando em conta estas fórmulas, nas quaes devemos tomar o 
mesmo signal diante de cada radical (n° 29), as fórmulas (J) e |K) se 
transformam em (M) e (N). o 
2º Demonstração a priori. Se temos tg > 0 arco H é um qual- 
quer dos arcos comprehendidos na fórmula (F) 
a a 


¿= + 


= sendo um dos arcos correspondente á tangente dada. 
Por conseguinte, a é um qualquer dos arcos " 

a=2kz a 
Ora, todos esses arcos terminam no mesmo ponto do circulo trigo- 
nometrico. Por conseguinte, 86 admittera uma unica linha trigo- 
nometrica de cada especie, e a expressáo de uma d'essas linhas náo 
pode encerrar uma radical que consinta um duplo signal. 


$ V. — Divisão dos arcos. 


o problema da divisão dos arcos consiste em expressar as linhas trigo- 
mometricus dos submultiplos de um arco, em funcção das linhas trigonome- 
tricas d'esse arco. y 

Limitamo-nos a resolver este problema no caso especial da bissecção : 
conhecendo as linhas trigonometricas do arco a, deduzir d'ellas as do 

Es 


o 


a Es 
gem funccáo de cos a. Sendo dado cos a, 


ge cos H Substituindo a por g naformula(15) e 
nental, oblemos as equações a duas incognitas 
4 


a 
2 ¿=c0084 
2 


membro a membro essas duas 


cosa . (a) 


¿ LI 
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ale so i ii d 
í Numero : nm Cada incognita tem dois valores eaea 
iguaes e de signaes contrarios, e como os valores de semg são ind 
$ 540 inde- 
pendentes dos valores: 5 iar 
«le cos D podemos associa cada uma das primeiras 


com cad 
a uma das segundas, do que resultam quatro soluções do systema, 


a 
2° Tg y em funecáo de cos a. 


Dividindo membro a i 
fórmulas (18) e (17), obtemos vay 


as 


$i 1—cosa » ^ 
E T+co0s a (49) 
servacáo. As fórmulas i iari 
a ulas intermediarias (2) e (8) empregam-se 
i -cos a=2cos$ P 


e (—cosa=2sentg 


(Q 
40. Explicação dos duplos valo: 
r » res. Tem k 
está determinado : é um qualquer dos dr dol ect te 
mula (G) » a=2r+a 2 
i a designa um arco determinado, tendo o coseno dado 
E dia E Meque qon se procuram as linhas trigonometrizas, 
 éumq arcos comprehendidos na fórmula 
pa q » 


. 
CAPITULO 4. — FÓRMULAS TRIGONOMETRICAS. “ 

a 2 
Explicação das quatro solucóes. O arco * determinado por 


cos a, 6 um qualquer d'aquelles que terminam em um dos pontos 
N, N,, Na, Ns. Dra, se adoptarmos successivamente para à extremidade 


do arco E cada um d'esses quatro pontos, verifica-se que 05 dois valores 


de sen 3 se acham associados successivamente a cada um dos valores 


" a 

de cos $ Por conseguinte o problema que consiste em procurar sen e 
cos $ em funeção de cos a admitte quatro soluções differentes. 

Cessação da ambiguidade. Sendo dado o proprio arco d, ao mesmo 

tempo que o seu coseno, o problema já não tem senão uma unica solu- 

ção. O arco acha-se então bem determinado ; podemos saber em que 

: a 

quadrante termina esse arco -5 


uma de suas linhas trigonomelricas, isto é, o signal que se deve con- 
servar diante do radical, em cada uma das fórmulas (17), (18) e (49). 


e d'isso deduzir o signal de cada 


Ln Seng e cos $ emfuncção de sen a. Sendo dado sen a, trata- 


cos Y Substituindo a por = na fórmula (14)e na 


- m" ELEMENT Ti 
É : 
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Se combinarmi 
OS estas equações membro à membro, po, 
» Por aadicgo 


depois por substracção, d'ellas se deduz - 
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Ora os arcos terminados nas extremidades do diametro N, N, tém os 


a_i e 
e A (x v'T-Esen Aa VÍ mar o senos e os cosenos respectivamente iguaes aos cosenos e aos senos dos 
a 1 "SR (20 arcos terminados nas extremidades do diametro S 
cos S — Sly TE NN,. 
2 v C-VrEsnas Vi-sena Esses senos e esses cosenos tém quatro valores, 
Numero de &olucó (21) | geralmente distinctos, iguaes dois a dois e com 
uções. E " ges) 
diante dos radicaes e s Lam CE d'estas fórmulas, os signa | ST ias 
en es i4 
então quatro valores rea, a > Um dos outros; obtêm-sa Cessação da ambiguidade. — Se tivermos 
es para sen > e os mesmos valores x o arco a ao mesmo tempo que sen a, o problema a 
iz Para" cos sóadmitte uma solução. de 
Fig. 4%. 


Com effeito,sua metade 5 se acha então bem de- 
terminada; podemos saber em que oitavo de circumfereneia cahe sua 
extremidade; o que dá a conhecer o signal de cada um dos bi- 


nomios. 


a 
g Porém, a cada valor de sen ^ à 
3 " e sen g> * equação (a) nào permitte de fazer 


corresponder senão um uni s 
nico valor de cos 2. . 
95-5; de modo que o systema 
a a 
J sen à -+ cos 3 


Dri quatro "eim e não dezeseis 

5 signaes semelhantemente collocados 

: meli É nas duas fórm s 
dem-se entre si. Com effeito, as equações (8), (1) se Ea bb 


uma em duas outras; t s i 
; Portanto, o systema ($, y) equivale ao conjunta sen $ — cos? 


2 2 


e ie dp PÉ, parciaes, e admittindo cada um uma unica 
A : ever e resolver individualmente b x , 
solução, Basta escrover o r T = atro syste= ^... Desde logo o systema (a, f) está bem determinado, e d'elle podemos 
q ignaes relativos a uma mesma soja conc concluir qual é o signal que se deve anlepór aos radicaes nas Malos 


(20) e (2). — — j 


42. Explicação dos valores multi À Por exemplo , seja a=50°, d'onde 2256, 
È k plos. Temos sen a. O arco E E à "i 
a nào está determinado : é um qualquer dos arcos comprehendidos nas dn 2 são positi i 
A do arco 5 são ilivos, mas o coseno é maior que 


formulas (E). Ts 
au , y sq solver o systema 
o m e 


- 4—2kz 4a e a=(M+1)n—=a * EST 
a designa um arco determinado, tendo o seno dado. , pr pe e 
=—Vi—sen 50º 


Assim, o arco > do qual se buscam as linhas 


se collocados semelhantemente nas fórmulas (20) e (21). 


4 
3 


"- 
tr 480» e 225°, sen $ e cos $ são 


é maior que o seno. O 
e 


M ue de a, e se tém A raizes reaes, CR ` 
E - , 


me y È F1 o 
"n ELEMENTOS DE TAIGONOMETRIA RECTILINEA. 
^ ag. Tg 5 em funeção de tg a. — Substituindo a por $ na fór. 
mula (16), obtemos a equação 
a 
2183 
lga= 3 
1—tg's 
que temos de ordenar e resolver em relação a tg 3 he 
í E 
Póde-se escrever 
a CN b PR 
ear Agi 
2 = .* P 
e AS THERE a tud 
E] NICI m 3 (89) 


m 


“O producto das raizes da equação (a) sendo egual a — f$ qualquer « 


ope resultados. Temos tg a. Erarcoja nb É 
um qualquer dos arcos compeehenilidos na fór — 
a=kr+a 


44. Expl 


= - r a 
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tempo que tg a, o problema fica com uma solução sé; n'esse caso 


o ar está bem determinadoc podemos saber em que quadrante 


3 
cahe a extremidade d'esse arco, d'isso deduzir o signal de sua tangente, 
e escclher qual das raizes da equação (x) é a que då o valor d'essa tau- 
gente. 
> 
8: v1. — Transformações logarithm.icas. 
t8 
Tornar calculavel por logarithmos uma expressão polynomia dada, é 
æ "transformar essa expressão em um monomio equivalente. 
go so se consegue applicando as fórmulas que vamos estabelecer, ou 


E Pio de angulos auxiliares. ^ 
Formulas de transformacio. 
Temos em vista tornar caleulavel por meio de logarithmos a somma 
y algebrica de duas linhas trigonometricas do mesma especie. 


"E 46. Transformar em producto sen p= sen ĝ._ 


Faz-se A p=e+b e q=a—b + 
t * dona am Pi, LBS É 
Então, seo = rd (a—8. 


Esa viride das formulas — A 


* b macost+cosasent d 
a cos 6 — cos a sen a 


respectivamente — — 
£ ina cos A, 


a ELEMENTOS DE T 
RIGONOMETRIA RECTILINEA. CAPITULO Il. — FÓRMULAS TRIGONOMETRICAS, sa 
— Applicacoes, {° Transformar a expressão «Uk 
sto 
sen p + sen q I RO pq 
O Y = ——. 
VET] A ) cosp- cos  — 3 cos 2 cos 3 (26) 
Se dividirmos membro a membro as fórmulas (23) e (24) temos : “e cosp — co* q=— 2sen asen b (8) 
i p+q p—a isto 6 

2 sen cos P — 9 ES 

Benp-Fseng — 3 E] cos p— cosq— — 2sen PE son? 4 (27) 
sen p— sen E 2 
P Ta cos PIS sen => 
Observação E. As fórmulas precedentes (26) e (€2) permiuem 
sen p--q Substituir a somma de dois cosenos pelo dupio producto de dois 
Mas =2 Le p+q * f Cosenos, A'differenga de dois cosenos, podemos substituir o duplo 
A cos LEY T e . producto de dois senor 
ss + H. As relações (x) e (£) podem se escrever 
as. cos EI pe 2cosacosb=cos (a -+ b) -+ cós (a — 6) 
"14 2 Foge Nuet ^ ` senb=cos (a — 6) — cos (a + b) 
4 e à 


ro duplo producto de dois senos ou de dols 
a differenca de dois cosenos. 


' 1 Æ cos a — tos 0° + cos a ° 
* 1 das fórmulas (26) e (27), temos 


pi p 
jaz sen? a 


+ 


a ar ar ain primieira lagae 


sin a+ cos eei 
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ha LI 
a+ — Sen (a 3- b) À CAPITULO 11. — FORMULAS TRIGONOMETRICAS. 55 E! 
ti E Tomy 28) i - y = 
2º Se Í é inferior a 1 e precedido de um ou outro signal podemos — 
5 a 
Caso especial. Podemos applicar esta fórmula á expressão b ES: 
i=iga pòr q==cosz, o que dá (n* 39): 
Temos 1=tg ise e cos age V? E a-r b—a (1 4-cos 9) =24 cost 
Por conseguinte” e a— b—a (4 — cos g]— 22 sen? É 
1 tga— 20 (85 a) sen (45 —- a) y3 E 
tg ^ eos 45 cosa cosa * 3º Quaesquer que sejam a e b, no caso de uma somma, podemos es 
y b sag) + 
Observação. Para transformar em monomio a semma de duas i crever ^ —1g* e, lemos então (nº 25) : 


linhas complementares da mesma especie, procede-se como para 
somma de duas tangentes. Obtem-se assim uc 


a 
f Eu T dao fer 1. 
ES 
cotg a 3- colg b= ares 29) 4* Em todos os casos podem verh— tes, d'onde (n* 48) : 
, 
° y Ê b. a—b ay? sen (45º + 
— tos a+cos b q EE sen (itp) 
« o -aasi ~ Eod E) las) cos? 


" um polynomio a+b>-cs dL... 

alo auxiliar substitue-se primeiramente a +b por 
, por meio de um segundo angulo auxiliar, subs- 
: um monomio y; e assim por diante. 
é preciso recorrer successiva- 


sena + sent sen? i cos 


cosec a 3- cosec b — CRUS e 


angulos auxiliares é geral; para 
| 08 quatro systemas acima não 
fezes convém modificar um ponco 
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br 
qi cos e 


ya— Cy a Na: 
—b 
a+b 


] logar de tornar logarithmico separadamente cada 
alien, dividem-se os valores superiores e inferio; a ae 


i-us 
A expressão torna-se (nº 49) 


Exemplo HI. Tornar logar: ithmico > 


res pora, depois 


d'onde 
A fórmula torna-se 


d'onde, separando as raizes 


b [A—cosp 
= ir cosp 


aX osp 


2 caso. É >0 com ib—4£&ac 0 
- 


^o ckyb*—&ac— xb 


b Cm =: 


. b(cosez 1) 


2acosg 


————— P — 
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Verificar a igualdade es 
VE p m 


8º Demonstrar a identidade 
- arco sen E : f b 
E tg? T colg? r= 9 44008 ie 
1— cos ja 
Temos (n** 36 e 38) 

m—i 


LI e COS kr — 1 — 2 sen? 2r — 4 — 


(1+ tg? zr)! 
Pian do mesmo arco. Para isso, em virtude da prim 


eira O segundo membro da identidade póde 


pois escrever-se 
é ege e sufficiente ter p 


E 8tg!z 
CIL — ET awe a 
l á Ehe Ts fts 
quieto com effeito, pois o primeiro membldipóde-se e escrever. A dit E SN 
( 1)+4m e (m+ 14) resultado identico ao primeiro membro 
m (m+17 9º Na hypothese a +b+-c=180º, demonstrar que temos 
tga+tgb--tg tgatgbtge 
^ Temos a+b= 4809 — c 
ou, cobra as tangentes dos dois membros 


a+tgb _ = FA 
m E cea )— ge 


—tge+tgalgbigo 
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 e=180— (a+b) d'onde sene=sen (a-1- 5) 


expressão póde-se escrever 


—sen a+ set: o -]- sen (a+b) 


(23) e (24) permittem que se substitúa 


sena-+sen b=? sent El cos 132 


sen (a+-b)=2 sen —— 


Uu o em factor commum EU 


as 


TEN cost, eo parenlhesis por 


Mas segundo a fórmula (26) cada duplo producto de d 
ser substituido por uma differença de dois cosenos ; temos pois : 


p 
2senasen¿=C0s a— 


/ 
2 sen (a+) sen ¿=0os( m 


2sen(a-+2h) sen 4 — cos (a + 
\ 


2sen [a+ (n — 1)A] sen b cos (a+ in 


ajuntando membro a membro, temos : 
h 
25 sen ¿=c08 (a 3) —cos 


=2 sen [+ 


ida que o arco a diminue e tende para zero, o coseno au- 
t 


tende para a unidade; por conseguinte a relaç 


pequeno eo seu seno di 
o erro que cometten 
prio arco. O theorema 
commettido. e 
34. Theorema II. 
seno é menor do que a 


Com effeito, temos tg 


EUM: " " 
yet quantidade maior, reforca-se a desigual- 
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substitue-se sen pela quantidade maior $0 segundo membro estando 
diminuído, temos : 
Et 

D'outra parte, se, na mesma relação, sublituirmos sen $ pela quanti- 
menor? —,| 3] (ur 55, Observação) ou Us o segundo mem. 
ará augu e poderemos escrever 
corto) ou cosa 1 E 


EE et, c rit Deaan 
AA oi + E 
o vus im REA qe ipe 


e póde-se escrever : e +5 


—— A A A 


(Oeo que an] por cos a é pois menor do que $s. 


de sen 10" e de cos 10". O comprimento. 
i / c AAA 648 000". 
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$7. Formulas de Simpson. — Calculo dos senos e cosenos 
dos arcos de 10" em 10". 
Addicionando membro a membro as fórmulas (8) e (10), depois as 
formulas (9) e (11) obtemos : 
sen (a 4- b) 4- sen (a — b) —2sen a cosb 
cos (a -- b) + cos (a — b) —2 cos a cos b 
a te dá sen (a + b) — sen a.2cosb — sen (a — b) 
ea% cos (a +b) = cos a. 2cos b — cos (a —b) 
Se fizermos a — mb, estas fórmulas tornam-se : 
sen (m + 1)b — sen mb. 2cos b — sen (m — i)b 
cos (m -+ 1)b — cos mb. 2 cos b — cos (m — i)b 
Ellas permittem calcular os senos e cosenos dos arcos 
b, 2b, 3b, &b, ... mb, (m+4)b 
conhecendo sen b e cos b. 

Supponhamos b=10"; fazendo successivamente m=i, m=8 
m=3, elc., vem : 4 
sen 20" — sen 10", 2 cos 10" —0 s 20' — cos 
E ser [eos 00" cm 307. eoe do — zy 
sen 40” —sen 30". 2 cos 10" — sen 20" | cos 40 510 — um: E 
ii sená0". 2 cos 10” — sen 30" | cos 50' — cos 40 pS 


NN peur de so. A partir de 30º, o o 
calculo de 
se reduz a uma simples diminuição. 


logo as relações (23) e (27) 


2sen 30º cosb 
2sen 30º sen b 


ES 
—b) — sen b 


conhecido nos ndog 
O coseno de “Pela dos 


continuar o calculo além 
O complemento de um 
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e de cos 10' sendo sómente approximados, os erros vào se aert- 

que se efectuam os calculos, e podem chegar a 

Para remediar este inconveniente, convém baver 

minar directamente os senos e cosenos de certos 

arcos convementemente escolhidos, afim de verificar os resultados 

ebüdos. Esta questão já foi tratada (nº 31); por meio das fórmulas do 

nº 39, póde-se ter directamente os senos e os cosenos de 9º em 9º. Poder- 

se-hia tambem tomar esses valores, calculados directamente com uma 

ii sulliciente, como pontos de partida de uma nova serie de 
operações que se Bffectuariam com as fórmulas de Simpson. 

IL Algumas obras especiaes contém os valores numericas ou valores 
haturaes das funegdes trigonometricas ; mas na maior parte das applica- 
qões os calculos fazem-se por meio dos logarithmos; é essa a razão 
por que as tahoas usuaes só dio os logarithmos d'esses valores, e conten- 
faram-se em inscrever n essas laboas os logarithmos das quatro fungodes : 
sen, cos, tg e coip. Se houvesse necessidade dos lozarithmos da secante e 
da cosecante, bastaria tomar os eologarithimos do coseno e do seno, visto 
que estas ultimas linhas são as inversas das outras duas. 


$IIL — Taboa dos logarithmos das funcções trigonometricas. 
Disposição e uso das taboas. 


39. Existem duas especies de taboas trizonometricas : 
- MEM endi in ite de M. 


os logarithmos das linhas trigonometricas dos arcos de 107 


CAPITULO HH — TABOAS TRIGONONOMETRICAS. Mm 


calcular os logarithroos intermediarios. O mesmo se dá com as tan- 
gentes, eic, Essas differencas são pesitiras para oa senos e as tangentes, 
porque estas funeções crescem com o areo, ermpuanto que são nélfjndicet 
os cosenas e as cotangentes, que diminuem quando o arco a0grmenta, 
As taboas de Dupuis e de Houel contém, além d'iaso, taboas de partes 
proporcionaes que dispensam certos caleulos que se éobrigadoalazer 
quando se trabalha com as taboas de Lalande. 
A mesma columna de diferenças se refer mesmo tempo ás ty e 
eotg; pois, estas linhas sendo inversas, tem-se para dois arcos Consect- 


y iga _ cotgh a 
tivos a eb: tga. colga=tgb. cotgh ; d'onde eh ae e applicando 


en logaritmos : log tg a—log tg &— log coig b— log colga. 

Podemos observar que a differenca dos logarithrmos das tangentes de 
dois arcos é a somma das diferenças dos logarithnos des senos e dos 
logarithros dos cosenos dos mesos arcos, visto que ; 

sena cosb, 


== — : applicando- 
con a sen b' pres " 


DO arco. À mesma observação é apylicavek nos 
Amim, um. arco aito pequeno é mal 

arco proximo de 909 £ mal determinada 

muito menor para as tangentes, visto 

1 é & somma das diferenças tato 

pois, calcular os slos por 
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48 
NOMETRIA RECTILINEA. 
61. Quaesquer que eur queira empre 
dol : pregar, 6 
3 4º Achar 
dado; 2º achar o mais peque h 
inha trigo- 
: rn eae eso! ver estes dois pro- 
É = : prim nle com as taboas de F. I C. e depois com aad 


e Problema I. — Ach arii i , 
respondente a um arco ped logarithmo de uma linha trigonometrica cor. 


Se o arco fosse maior que 90º, seria 

eciso antes de tud 
q ao 4º quadrante (nº 15); pois uma xor 
E pm ( ); tomemos pois um arco menor que 90°, Seja, por 


> E O logarithmo de sen 29917'47", 

À endo o arco menor do que 45?, é preciso procurar o nu 

gráos no alto das paginas, e n'aquella em que se acha 29º, su bn 
cendo a 1* columna à esquerda alé á linha 17. A taboa dá em frente o 


— achado deve ser augmentado dos a de 23 ou de 18 unidades da $* ordem 
idtimal. Logo, o logarithmo que se ura é 1,689 90. 
O calculo dispõe-se do PU. Melao 


log sen 29%47' —T;68942 
para 47" 18 


E log sen 29*17'47" — 1,689 60 
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no caso precedente, que se o arco augmentasse de 60", olog. diminuiria 
de 18 unidades da quinta ordem decimal. Por conseguinte, um accres- 


uae ja 2,5 
cimo de 22",5 ha de corresponder a uma diminuição dos => de 48 ou 
: P d n] 


7 unidades da quinta ordem decimal. O log: que se procura é pois 
1,764 06. Eis a disposição do calculo : 
log cos 54°29" =1,76413 —18X 
para 22.5 =1 60 
Es log cos 54*29'9: 176406 


Com as taboas de Dupuis, púde-se dispór o calculo assim : 

=1,7640724 Diff. 295 
— 74 

log cos 54º20'27 5 — 1,764004 7 


Problema If. — Achar o mais pequeno arco correspondente a uma 
linha trigonometrica dada. 
1º Seja, por exemplo, achar o arco z tal que: 
. log lgx=1, 87543 
Na columna das tangentes, acha-se que o log. immediatamente inferior 
ao log. dado é 1,875 27; elle corresponde ao arco de 30*53', e a diferença 
tabular é de 26 unidades da quinta ordem decimal. Ora, à log. proposto 
excede o da taboa de 16 ; se designarmos por d o numero de segundos 
que será preciso ajunlar a 36*53', poderemos escrever a proporcáo 
46 a : 


nx 36. O angulo que se procura 


e o calculo se dispõe assim : 
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renga tabular — 25. diflerenga entre o log. cos 63*10 e o log. dado 
$—A4; por mec pn de ser preciso ajuntar £ 63*I0 a quantidade 
q 
ux age, eo arco que se procura é z= 6351034". 
A calculo, feito com as taboas de Dupuis, póde-se escrever : 


=1,0544147 o 
o a 69*10'30" 
4º differenga 188 E 
para _ — 167 E . ha 
diferença æ 21 E 1 
. para Pia 
a—=631034",5 


do mesmo modo para as outras linhas trigonometricas: para 
iud i-se os mesmos calculos que para os senos, e para as colg, os 
mesmos calculos que para os cosenos. 


Observação. — Nas instrucções que acompanham todas as tabods 

P de pais, encontram-se meios especiaes para se br exa- 

etidão os log. dos sen e das tg dos arcos muito pequenos, e os dos cos e 

das cotg dos arcos muito proximos de 90º; é util conhecer esses mvios, 

e e em certos casos convém consullal-os ; mas para isso são precisascertas 
explicações que não têm cabimento n'este logar. 


4º Calcular o mais pequeno arco positivo que satisfaga d equação ; 
senz— 
Applicando os logarithmos, temos : 
log sen z—log 2— log 3 - 

om log sen z— 0,301 0300 — 0,477 1212— 1,823 
log sen 41*48'30"=1,8238919 (Diff. 236.) 
T' para dé s 


wlio 
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V= IgE 
z—1805— y=>43 


d'onde 
Por conseguinte 


ye 


5 


"à 
Achar o menor valor positivo de x que satisfaga d equação : 
igz—--y8 
- o 
Applicando os logarilhmos, Lemos : 


log tgz= 1 log2—0,1505150 
que corresponde a - 


4º Calcular o angulo x comprehendido entre 0º ¢ 90º que satisfaça d equa- 
do sen x—sen P -+ sen Q, no caso em que P—938*1937" e () — 18479" 8. 


- (PQ) cost P-Q 


Sabemos que sen P 4-sen Q —2sen 3 


E 

Logo sen z=2sen H (45º6"41") cos i (11*32/33,8) 

d'onde = 2 sen 22933'20",5 cos $*46'16",9 

d'onde logsenz=log 2-+logsen 22°33'20",5 + log cos 5*46'16",9 

log 2 —0,301 0300 

log sen 22:33 91 1,583 8574 

logcos 5946 1,99 
log senz—1, 

logo z= 4994513" 


5* Calcular o angülo x tal que tang x=tang A+ tang B, sabendo 
. que A—38?430 e B=4%1950". 


Temos:  tgz—tgA--tzD ou (n° 48, fórmula 28) : 
(gz— n +B) 


— eos Acos E 
lo os logarithmos : 


E 
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Tornemos logarithmica a quantidade debaixo do radical ; € a diff, 
k e sé er 
de dois quadrados, logo podemos escrever : "x 
[sen Zsen $ + cos a cos 5) (sen 2 sen? — cos a cos E 

ou o cos(a — B) cos [s — (a + $)) 

Para que o valor de x seja real, é preciso que estes dois factores sejam 
do mesmo signal ; ora, essa condição está satisfeita, Porque, segundo og 
dados, elles são ambos positivos. ^ 


Logo legiz—logR A EESR E  P-Hogen[s— (o ] 
isto é 

log z— log 6360,73-1- 5 (log cos 18+49/14"+-log.cos 6302415") 

log cos (a — 8) —1,976 1382 

log cos [x — (a + 8j] —1,650 9814 

1,6271196 

a metade —1, 

log R 
log z 
T=M449,54 


Limite ou verdadeiro valor de algumas expressóes 
trigonometricas, 


Julgamos util recordar aqui algumas definicóes dadas no estudo da 
algebra. 3 

Definições. — 1º Diz-se que uma variavel tende para zero quando seu 
valor absoluto torna-se e fica depois constantemente inferior a qualquer nu- 
mero dado, por menor que seja. 

2º Diz-se que uma variavel tende para o infinito quando seu valor absoluto 
torna-se e fica depois constantemente superior à qualquer numero dudo, por 


maior que seja. 
3* Diz-se que uma variavel x tende para a, ou tem por limite a, quando 


Assim, « designando ro positivo dado, tão quanto 
se queira : ae acabarmos por ter constantemente cat valor alba 


BCE. é cs 
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Consequencia. — Se uma igualiade entre duas funcções de x conser- 


de para a, ella ainda é ver- 


va-se constantemente verdadeira quando x ten 
m 


dadeira no limite para x — 

senz " ; 

Theorema. — O limite de =E para x —0, é igual á unidade. 
z 


para zero por valores positivos, te- 


Supponhamos que o arco z tende 


mos (n* 52 senr<z<tgz, 
Dividindo sen z por estas tres quantidades crescentes, oblem-se as 


razões descrescentes 


senz. senr' sen y 


senz z lg z 


ou 


4 : nz, - 
Assim, a diferença 1 — "2 & menor que a differenca 1 — cos z; ora, 
z 


quando z lende para zero, esta ullima differenca tende para zero logo, 
som maior razão, a primeira tende tambem para zero; isto é, temos 
» 


sen x 


zz 


lim 


Quando um arco tende para zero, a razüo do seno ao arco tem por 
limite a unidade. 


tendem simulta- 


E senz 

Observação. — As razões inversas e 
T senz 

neamente para a unidade (nº 52) :a primeira por meio de valores cres- 


centes, a segunda por valores descrescentes 


Corollario I. — Quando um arco tende para zero a razão da corda para 
e arco tende para a unidade, 
Sejam arco MM =22 d'onde corda MM' =2 sen z. 
“Temos identicamente 
corda MM 2senz nz 


amo MMC “e 


ME LM 
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e P A " y .— AS GONOMETRICAS. Li 
limite, paraz= 0. Substituindo simultaneamente cada factor per CAPITULO E TABOAS TRIGONOMETRICAS 
limite, obtemos deli Temos identicamente (nº 39) : 
us Mr. *.- nz, 1 en?2r — &sen'*zcos'z 
e = lim. lim. —— = = —— — = cos? 
on z m mo cos o 1xX1=1 senta eu 
Verdadeiro valor de uma funecáo que se apresenta debaixo $ Logo, para z=0, lim.y=4+Xx1=4 
de uma das fórmas indeterminadas mE 0Xwo,0w c. II. Valor da expressao 
Quando uma funcção de x toma uma fórma indeterminada para y- sento — sena 
chama-se verdadeiro valor d'esta funcção para x —a o limite pe 2 atea Pata z—a 


Na hypothese de z— a, a expressão se apresenta debaixo da fórma $ 


tende esta funegdo quando x tende para a. 
Tirar a indeterminação, é achar esse limite, 
1 
Quando uma expressão fraccionaria toma a fórma para z—a, isso mas a identidade (pag. 58, 5º) 

E s $ en?r — senta — se HR si 
provém geralmente de que seus dois termos têm um factor commum M SUM MR RR 
que se annulla por z— a. Supprimindo este factor commur oblem-se 
uma nova fracção que, sendo constantemente igual á prim quando. 
tende para a, tambem lhe é igual no limite, para z—a. Ora, em peo 
a nova fracção toma, para z —a, um valor bem determinado. Esse valor 


permitte que se escreva y—sen (r-|- a) 
Logo, para n= lim. y= sen?a 


IV. Valor da ezpressão 


é o limite da funcgáo proposta para z —a. sen2a—sen la 
Para obter o verdadeiro valor de uma expressão, nos casos elemen- Y= osa —= cos; Pia z=a 
tares, basta, pois, simplificar esta expressáo ou transformal-a em uma I I ví 
utra equivalente, antes de Ihe impor a hypothese z—a. Em virtude das fórmulas (22 e 27) póde-se escrever 
Algumas vezes é necessario pór em evidencia as razóes. | — £os (2 + a) sen (x — a) 
sen(z—a) tg(r—a) m sen 9 ent 
tra * z—a^ 2 


ou, dividindo os valores superiores e inferiores por sen = i E; 


ou suas inversas, que têm por limite a unidade quando x tende para a. 


Eis alguns exemplos : * 

L Valor da expressão E 2e08 (z-a) cos Z 5 $ 

- SIE es EAM E 3 
y=- Prax É. mzr n 


Se fizermos 2— 0, esta expressio loma a fórma O; mas as identidades 
d o - y 
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Para 7=90*, obtem-se y=y 


0 


Logo, quando z tende para 90º, a funcção y tende para o ¡ 


“VI. Valor da expressão 


senma " 
nz para z—0 


finite. 


Póde-se escrever : 


nx n mz 


sen mr , 


Ora para 2—0, lim. 


p? senmz m 
^ mz n 


Por conseguinte, lim. 


E 


senmr  .. 
n. 


VIL. Valor da expressão 
y=Seng— sena Ts 
z—a 
Temos identicamente 


z—a. qt+Ha Ia 
po ren 3 sa s IE "e 
ES «cos —— 
z—a t—a 2 
2 
- Logo, para z— a, 


lim. y 4 x cos EE" — cosa 


VIII. Valor da expressão 


CAPITULO 111. — TABOAS TRIGONOMETRICAS. 
vidindo primeiramente os valores superiores e inferiores por 


fazendo depois z— 90^, temos : 


tg 7,9 


ig zi 


t limiti 


Além d'isto, temos identicamente : 
I Qgz-ki 14182 +2) 
tg z—1 i—tgz 
Logo, para a= 90°, 


lim tgz+i gigi =tg4s=1 
tgz— 1 


sen(z+h)—senz 


n quando h tende para 0. 
h 


X. Limite da razão 


Podemos escrever : 


h h h 
¿a = sen; 
| seo(e-+ isona tengo (2+3) _ se PE aqu, 
h h h 2 
! 3 
Logo, para À— 0, 
jsuis. S — cens seno, Xcosm—cosz 


Tal é o limite da razào do accrescimo do seno para o accrescimo do 
arco, quando este ultimo acerescimo tende para zero. 
Acha-se do mesmo modo, para Mey. 


Mm 29 (4-1 — cos E ne 


CAPITULO IV 


BQUAGÓES TRIGONOMETRICAS 


Expressões equivalentes — Diz-se que duas expressões trigono- 
metricas são equivalentes, quando seus valores numericos são sempre 
“Euses, quaesquer que sejam os valores attribuidos aos arcos que ellas 
contém. 


Duas especies de igualdades. — O signal =, collocado entre 
duas expressões trigonometricas, significa que essas expressões são equi- 
valentes, ou então que ellas tomam valores iguaes para certos valores 
especiaes attribuidos aos arcos que ellas contêm. 

Disso resultam duas sortes de igualdades, as identidades e as equações. 


Identidade. — Uma identidade trigonometrica é a igualdade de duas 
Asfórmulas fundamentaes, as fórmulas de addicáo, de multiplicac&o, 


de transformacáo logarithmica... e todas as i aldades que podem d'ellas 
ser deduzidas por meio de calculo, são identidades. vede 


"LM 


| 
| 
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CAPIT f QUAC 


€ | — Equações a uma incognita. 


O methodo que geralmente se 
gonometrica consiste em tra 
tomando uma linha trig E 

t° Escolhe-se como incog 
gnilo, ou uma a trigonor 
tiplo d'esse arco, ou de qualqu 
taria o do arco procurado . 

2º Substitue-se, em funcção da incognita adopt 
linhas trigonomet 

3? Por meio dos p 
ção final em relaç 
jendo-se ás condições de 
linha trigonometrica. 

4* Cada uma das raizes aceitaveis fornece uma equação trigonome- 
trica simples, de uma das fórmas 


n RUX 


grandeza ás quaes s 


sen z—a, cos z—6b, 


Por meio das taboas delermina-se um angulo verificando cada uma 
desses equações (n° 6 e pag. 70); depois disso, as fórmulas dos arcos 
tendo uma linha trigonometrica dada (n* 20 e seguintes) permitte 
escrever todas as soluções. 

Eis alguns exemplos: 


tg r=e 


I Resolver a equacio 
A 3 
dg (s 
4* Memovo. Se tomarmos por incognita cos z e se substituirmas {g = 
em funcção de cos z, esta equacáo fica sendo js 
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ied Memono. Se substiluirmos cosa em funeção de tga, q “Quação 
bienda 3igtz- 57V hn " 
ivalente á proposta; pois, c, 
m, não é equiva prop r 018, com ag solu. 


esta equa is as soluções da equaçã 
admitte mais as e 
ções d'esta, ella M 
A er à) 


Elevando ao quadrado os dois membros de (2), chega-se á equação 
Digtr— 191g*2—24—0 


19 yq» 


da qual se tira ige=*(/= ig 
ou, eliminando as raizes imaginarias + 
igz-:v3 
fica emfim zkr + 60 F 
Os primeiros membros das equações (1) e (3) sendo essencialmente i 


sitivos, eseussegundos membros sendo de signaes contrarios, uma solucáo 
comprehendida nas fórmulas (4) convém á equação (1) ou á equacáo (3), 
conforme ella torna positivo cosz ou — cosz, isto é conforme o coseno 


do arco considerado é positivo ou negativo. 


Ora, os arcos comprehendidos nas fórmulas (4), terminam em quatro 


pontos do circulo trigonometrico, respectivamente situados em cada 
um dos quadrantes. Os arcos 
(2K-+-4)x = 60 


cujas extremidades cahem no segundo e no terceiro quadrante têm 
seus cosenos negalivos e devem ser rejeitados. K 
E E 


] e no quarto quadrante são os unicos que res- 


Os arcos 
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4 . 


Mas tos 60* =; 
Logo LETTI 
e emlim mh + 120° 


2º mernono. Se tomarmos por incognita cosg, & preciso effeciuar a 
substituição irracional 


obtem-se 2cosz--3—-:E4 V RATER (2) 
Mas esta equação 6 mais geral do que a proposta; pois, com as solu- 
ções de (4), ella admitte tambem as da equação 
z 
2 cosz-| 3=—4c0837 (3) 
Elevando ao quadrado os dois membros de (2), chega-se á equação 
&cos' z 4 4cosz+1=0 
1 
onas 
e por conseguinte 2=2kx + 1200 
Um arco z comprehendido n'esta fórmula verifica a equacáo (1) ou a 
equação (3), segundo que cos dé Positivo ou negalivo. Ora, os arco: 


d'onde 


metades = kz de 600 


terminam no primeiro ou no qnarto quadrante quando ké um nu 
mero par, e no segundo ou no lerceiro quadrante quando k é impar. 
Portanto as soluções de (1), dadas pelos valores pares do numero k 
acham-se comprehendidas na fórmula 7=4K'x + 190º 
K designando um numero inteiro qualquer, 


si os dois methodos idos 
subsliluções irrecionass devem 


ELEMENTOS ME TRIGONOMETRIA RECTILINEA, 


n 
NES o 
osr= 
d'ella extrahe-se 2 
i iz inacceitavel 
jeitando s raiz 1n 

eu, rej cosa —1 

z—29kzr 


resulta E 
9» uemono. Podemos substituir 
Tia? 


T — 
¡—cosz=*sen*5 e sen r=? sen 5 cos; 
toma a fórma 
pia s JN — 
2sen?5 3—2cos 3 A 


' is não póde I i 
entre parenthesis nào p annullar-se, visto que um 
Bedae e comprehendido entre —1 e 3-1. 
A equação proposta reduz-se pois a 


sen; =0 
g 
d'onde ¿+ 
e emfim 2=2kr 
TV. Resolver a equação 
sec t— COS T=SEN g (1) 


4º wrruopo. As tres linhas trigonometricas sen 7, cosz, seca nã» 
podem ser expressas racionalmente em funcgáo de uma mesma linha 


do arco x, mas ellas podem sél-o em funeção de tg (n* 38). 
Tomando esta ultima linha para incognila, a equacáo torna-se 


E passar tudo para o primeiro membro, transformemos depois este 
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EMT "m 
a pæ 
d'onde Ez=—1+y2 
isto é (n* 36, form. 16) 
tgr= 
por conseguinte a= krt 45º 


2º meruoDo. Se substituirmos secz em funccáo de cosz, chegamos á 
equação 
i —cosr-—senz cost g 
cosa 


ou, substituindo 4 — cos*z por sen*z, pondo sen x em factor e effectuan 
a divisão 


sen z (igz—1)—0 
esta equação decompõe-se em outras duas : 
senz—0 donde z—kz 
e igr—1 d'onde r—kr--45* 

Artificios de calculo. Abandona-se o methodo geral desde que se 
apresenta um nieio especial que leve ao resultado de um modo mais 
rapido. O habito de calcular dá aperceber esses processos expeditos 

Assim, o segundo methodo indicado para resolver cada uma das duas 
equações precedentes consiste em transformar o primeiro membro em 
um producto de muitos factores, depois, em decompór a equação pro- 
posta em outras tantas equações parciaes. 

Eis mais alguns exemplos : 

V. Resolver a equacáo 

sen 3z—senz 


4º weruono. Em logar de substituir sen 3x em funcção de sen z, faga- 
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si 
tivamente 
d'ond se lira respec : 
r-—kx e 2=(2+4)3 


a equacio 
Vi. Resolver Ed) 
4* Mernono. Esta equação póde-se escrever 


wei) (2+3)= 


sen (2-5 m. 
ou (nº 48) = (==) = E A 3 = 
su simplesmente sen (s- 3) = 
della tira-se z—;—hs 
d'onde z=(2k+1)5 


2º Mernono. Para que dois arcos tenham a mesma tangente, é pre- 
dso e sufficiente que sua differença seja igual a kz (nº 21). 
A equação proposta equivale pois á equação algebrica 
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- z—a 
segundo ein funcção do seno e do coseno do arco z~ & equação póde 
escrever-se 
2s5n ES ant] S A za 
sen —,— sen7—— = sen—— cos — 
r—a/ r+a EA 0 
ou sen 3 [sen X x cos 3 
Ella se decompde em outras duas faceis de resolver, 


Applicações importantes. 


IX, Resolver e discutir a equacáo 


asenz+bcost=0 


4º Mernopo. Com o fim de tornar logarithmico o primeiro membro, 


dividem-se todos os termos da equação por a, depois põe-se 
b 
69 (y 


A equação proposta torna-se successivamente 
DE e 
senz-J--cosr—- 
a a 


sene c 
e senz-i-——— cosz—- 
cos 9 a 


ou, eliminando o denominador 


Senzcos-- sene cosa —t cose 


sen (z-4-o) —7cos e (2) 


angulo e que verifique a equação (1); depois 
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O valor de cosè em funcção dos dados deduz-se da equação (1) CAPITULO IV. — EQUAÇÕES TRIGONOMETRICAS. 87 
mos h : 
Ache y i 4* Meruovo. Substituindo cos z em funcção de sen x, obterse-hia 
CE, a asena + Y 1—sentz=c 
+a 


a + F ou (a? + b3) sen*z — 2acsen æ TO—p9-—0 
a condição de possibilidade torna-se 


E mE 
B e por conseguinte senz- a s - T 
- za a 
qt p= z = 
r Esta fórmula apresenta todas as desvantagens da precedente, 
ou [o yb? porque nào é logarithmica e resolve ao mesmo tempo as duas equações 
A A asenz-bcosr—c 
ella é independente dos signaes dos Lres coeflicientes, | E 
a ^ x | Além d'isso, a condição de grandeza imposta a sen z vem complicar 
2» Meruono. Sens e cosa podendo exprimir-se racionalmente em + | mais a discussão. 
E T a $ . em : Ws | Assim, no caso geral, o primeiro methodo dado leva só a formulas 
5. toma-se esta ultima linha para incognit É sim, r geral, 
funeção de tg 3 P gnila auxiliar; a ` l logarilhmicas, e cada uma das outras é menos vantajosa do que a pre- 
edente. 
equação fica sendo cedente. 
Hr use 
z B5 


X. Resolver a equação 
algz-J-6colgz—c 


x 
pia. Apta 


=) 


[AXI 


to Memnono. Dá-so a esta equação a fórma da precedente. Ella póde 


Ella equivale á equação inteira escrever-se 


(b--e) tg*5 —2atg 5 — (8 —c)—0 


x ou 
que tem como raizes 


asen*z-i-bcos*r—csenzcosz 


gd var pb? Multiplicando os dois membros por 2 e effectuando as substituições 
Ean b4-c 2sen*e=1 —cos2r, 2c0s%w=1 -+ cos 2, 
SEEE E BA d ?senzcosz—sen2r 
deze . 


a(i —cos22)-I- b (1 + cos 21) — c sen 2g 
m 'sen 22 -I- (a— b) coslr—a+b 
le a precedente, (Ex. XI.) 
3 em funcção de tg r, Chega-se & equa- 


“4 


não estão sujeitas a nenhuma condição de grandeza; mas, como j 
Barth e nào se póde geralmente empre- 
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ss n 
meio de uma equação Lrigo- 


Propomo-nos resolver esta equação por 
nometrica 
Escroveso — onta-se e=iga e (t) 
A equação torna-se 
alga +btga+e=0 

Para reduzir esta equação a uma fórma conhecida (Ex. IX), substitue- 
se tg xem funcção de sen a e de cos a, depois eliminam-se os denomi- 
nadores; o que dá 

asenta -I- bsen acos a-f- c costa =0 


Então multiplicam-se todos os termos por 2 e operam-se as substi- 


$sen*a— i — cos2a, 2sen a cos a — sen 2a, 
$ cos! a— 1 + cos da 
Agrupando os termos que contêm sómente uma linha trigonome- 


trica 
bsen 21— (a — c! cos 3a-i- a-]-c—0 


da fórma annunciada. 
Se dividirmos tudo por b e puzermos 
a—c 
~i =e (2 
esta equação póde escrever-se 


es sen (2:— g)=— LL cos (3) 
A condição de possibilidade Rs 


A conto si 


por causa de (1), ea sendo 0 


a, que se 


CAPITULO 1Y. — EQUAÇÕES TRIGONOMETRICAS. 89 
A equação (1) dá então as raizes procuradas 


ga et? 


we tg e y =p 


$ II. Equações simultaneas. 


XII. Problema. Achar dois arcos, conhecendo sua somma assim como a 
somma ou o producto ou o quociente de seus senos. 


1* Resolver o systema. j TA ba (1) 
l sen z+ sen y =m (2) 


A equação (2) póde escrever-se (23 
zy ¿A 
z “os —=m 


d'ella se tira, tendo em conta (1) 


2 sen 


cos Y=” 
2 sen y (8 
. Esta ultima equação exige 
NE m i zi 
2sen * 
q 
ou —— 41 
&son? £ 

isto é mM sento 


Se esta condição $ preenchida, a equação (3) determina um angulo 
m por meio das taboas, ella se transforma depois 


so ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA, 
a+y=a 
senzseny—m 11) 
A equação (2) páde escrever-se (nº 46) e) 
* cos (z — y) — cos (x +y)=2m 
d'onde, tendo em conta (1) 
cos (z — y) — 2m + cosa 
Esta equação exige (3) 
—1<m+ cosa -- 4 
ou, subtrahindo cos a de cada membro, 
— (1 -- cos a) <2m £ i —coga 


?* Resolver o systema 


isto é — cos? g <m senti 


Se esta condição é preenchida, a equação (3) determina o arco z 
e temos assim de calcular dois arcos, conhecendo a somma m. 


differenca d'elles. 
tT+y=a (4) 
3º Resolver o systema 4 senz p 
seny q e) 


A equação (2) póde escrever-se 
senz—seny p—q 


RE seny p+q 
tg E — 
ou (28) — E 
e E 
d'onde, Lendo em conta (1) 
= piit 
» = peii * 
Com o auxilio das unicus eterni aene um | 
Ea. d PES Ss 9p 


Ela pödo ser batida pala eq 
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Observação II, — Se dessemos a differenga dos dois arcos, procede- 
riamos do mesmo modo, tomando por incognila auxiliar a somma dos 
i arcos procurados. 


XI. Problema. — Achar dois arcos, conhecendo a somma d'elles, assim 
como a somma, o producto ou o quociente de Seus cosenos. 


t+y=a (1) 
i^ Seja resolver o systema E 
j cosg + cosy =m (2) 
y A equação (2) póde escrever-se (26) 
| 
| T— r 
2 cos cos —=m 


d'onde, tendo em conta (1) 


g 
cos 


Esta equação exige 


a 
20085 


isto é m? £ 4 cos? $ 


Se esta condição fòr preenchida, a equação (3) permitte achar por 
meio das taboas a diferença dos arcos x e y, que se determina facil- 
mente depois, conhecendo a somma e a differença d'elles. 


z-4-y—a t 
2 Resolver o syste! ma | E ua EN 


er-se (nº 47) 
y) + cos (x -+y)=2m 


o (3) mostra a diferença 


tt) 
à 


Esta equação determina z — y, e acaba-se facilmente, 
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A equação (2) pôde escrever-se 
cosr—rcosy p—q 
cosr+—cosy p+q 
EM z—y MEE p=q 
ou (nº 47) u( T )u E pre 
d'onde, attendendo-se a (1) 
z—y. 9—P a 
MN =p cot o 


XIV. Problema. — Achar dois arcos, conhecendo a somme 
como a somma, o producto ou o quociente de suas tangentes. 
z+y=a 
tgz+ tgy=m 
A equação (3) póde escrever-se (28) 
seníz+y) — 
cosrcosy — 


d'onde, tendo em conta (1) 


cos zcosy— 


i* Resolver o systema 


sena 


assim se é levado a uma das questões precedentes. 
? Resolver o systema te 
A equação (2) póde escrever-se 


senzseny m 
cosrcosy — 14 
— sen «sen i—m 
= 


r+ y 
zigy—m 


(2) 
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relação entre as duas quanti lades 
ig z-- lg y e tg zigy 
que permitte obter cada uma d ellas em funcção da outra ES 
ec e tg y e. * 
Nos dois casos, p demos tomar por in 
cendo a somma e o product d'essas inc suxiliares, construir & 


equação do segundo gráo que 


a (1) 
3º Resolver o systema. ) f (2) 
o 
A equação (2) póde escrever-se 
eun sen (z 4- v) S PFI 
d'onde, pela equação (t) 
sen (z — y) = (3) 
i p—4 yA p 
se tivermos P—3Y sen*a «t 
PTY 


a equação (3) mostra a differença das incognitas, e só resta resolver 
um systema d'equações algebricas. 


Exercicios 
1* Resolver a equação 
1 + 4 1 
seniz cost ga e 
4* Mrrwopo. Substituamos todas as linhas em funcção de sen x ou de 


em funcção de sen z. Se transpuzermos todos os 
membro e os reduzirmos ao mesmo denominador, 


94 
" ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA 
$ lgr==x4 

onde 42 

9* Resolver a equação 


tU 
2sen* r+ 4sen zcosz — &cos? z — 4 


Substituamos os senos e ci 
Noe A osenos em funegáo de tg z. 


gr , dug * 
- priest DEUS Pro! 
lg!z--&tgr—8—0 


D'ella se tira * 
tgz=1 d'onde Z-— Ex IPA 


A E ^ 
igz—-—5 donde | 2=kx—"8041' py" 
3* Resolver a e mo 
quação cost 3 cos => E 


Tendo em conta a fórmula 


c a 
d+cosa=2cost2 d'onde cos: *-—1+C0s2 


A equagáo fica sendo : : CMS 
ou (26) o CURE (z4-a)—0 
D'ella se tira : see 
cosz=0 d'onde Ae. —Ó x 
4º Resolver a equação sen $= coss mt 
E) (Lyão, 1893). 
Esta equação póde escrever-se 


ETRICAS. dd 
variavel. Far-se-hdo 
x assentando : 


No == EQUAÇÕES TRIGONOM 


CAPITULO | 


ando n'ella 
s 05 va 


e discutil-a consider m como um parametro 
calculaveis por logarithmo: lores encontrados para eos 


2 t 
Tem 


Para qualquer valor de m esta equação tem duas raizes reaes de 
signaes contrarios; cada uma d'ellas, porém, náo é acceitavel senão se 


achar-se comprehendida entre — 4164-1. $ 1 
A raiz negativa convém se — 1 é exterior ás raizes, ! 
3 


f(—1)=3+2m>0 ou m>—% 


sto é se houver : 


A raiz positiva convém se + 1 é exterior ás raizes, isto é se houver + 
m<s 
og 


raizes aceilaveis, ou sómente uma, se- 
rior ou exterior ao intervallo de — 5 à +5 


f(+1)=3—2m>0 ou 


Por conseguinte ha duas 


gundo que m é inte 
Para tornar logarilhmicas as raizes suppostas aceitaveis, escrevem-se 


debaixo da fórma : 
EM | + 
cos z — -,- (1 WE =) 


2 
Se puzermos m- E? estas expressões tornam-se : 


m ———— 
ne" TE m (seo ] — PEERED 
+ Ecos? 


ou, separando os dois valores ; 
f 
m cos! = kd 
— m sen? — 
: RS Sul ER 
* 2 cos v 


sen T -+ cos T= vz 


asenz+bcose=c 


e b são iguaes, póde-se fi 
E -se fazer i 
T estia: seu primeiro 
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d METRI " 
7º Resolver a Equação cotg x lgz=2 g NECTILINEA, 
Esta equação é da forma 
a tgz+ beotge=e 
mas, os dois primeiros coeffic 
vantagem em abandonar o m 


A equação póde escrever-se 


tentes tendo o mes; 


ethodo geral. mo valor Absoluto, ha 


Successivamente : 


costr — sens 
Sena SÓ 2 
seng cosg 


Cos! p — sen? g 


sen z cosg 
cos 2r 
P RV pim 
sen 2x 
ou tg 2r —1 
D'ella se tira : 


1 


2z — kx + 450 
d'onde T=(+k+ i) zi 
S^ Resolver a equação 


o Y 


Esta equacáo exprime que um certo arco tem por seno o numeroz e por 
coseno o numero yz Em virtude da primeira relagáo fundamental, 
equivale a dizer que a somma dos quadrados d'esses dois numeros é 
MS A póde pcis ser substituida pela equação algebrica 


af Xu 


1 
que fica satisfeita para œ= —2e para z ——. 
Mas, para que uma raiz seja acceitavel, é preciso ter 
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ou, por causa da segunda, sen (z 4- y) —4 


D'ella se tira : T+yY=(4k 4495 


2 


e por cons; nte cosy —senz 


A segunda equação fica sendo : 


sen 2r—1 
Do que conrlue-se : 2z— (4R-1- 1)7 
Logo emfim z—y =(4+0)5 


10? Resolver o systema 
sen z-rseny—a 


cos2y — cos 2r 


A segunda equação póde escrever-se ( 7): 
2 EL. 
senta — sen*y—- 


Dividindo-a membro a membro pela primeira, obtem-se : 


b 
Senz—seny—,- 


Conhecendo a somma e a diferença dos dois senos, podemos esere- 


a,b a y 
ver: e te e cus 
Variações de grandeza de algumas funeções trigonome- 
tri À 


EA? Variações da funcção 
CD | y=asenzt+bcosz 


(4) 


| = DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 
^ D 


ELBMENTOS : 
RS z4-9) 
A guie, Lo a E reduzido ao d 
e, por Cons E da funeção y fica ass À as 
; das yariaçãoS y igonometrica. Se fizermos crescer 
0 yt uma simples aris, e não ha difficuldade em 
iações cresce êr + i 4 
y ds 0º a 27, 0 arco E y. Limitemos-nos a notaggue sen E Eni 
] concluir as O pea y, passa por um paa q egual 
1 guinte y x 
| por conseg A RE igual 235 e. 
1 z inimo quando 3 
|| nie e por um minimo qu 
f $ ; meção 
| 12º Variações da funce les teis? 
itivos dados e x um arco variavel crescente 
| is numeros positivos 
B ae b sendo dois ni 
= 
de^ as. 
5 i te, a funccáo 
j| Se o arco pertence ao primeiro Papi , 
ji y-alg z-- Ez 


; iti j ducto é constante. 
1 javeis positivas cujo produ > 
| é a somma tende a din questão conhecida de algebra. 
O que se 


A funeção é minima quando temos , é 
—— di =- E 

y de= : 

atge i m e «tg V - 


| T9. 


imi i rente de 
Q arco z crescendo de 0* as afuneção y diminue primeiramente 


inima até 
> æ até o seu minimo 2 ub, depois cresce desde esse mini “j 


SEGUNDA PARTE 


APPLICAÇÕES GEOMETRICAS 


CAPITULO Y 


RESOLUCAO DOS TRIANGULOS NOS CASOS ELEMENTARES. 


Resolver um trianguto, e carcurar seus ecementos incognitos por meio dos 
exementos dados. 


É este o objecto principal da Trigonometria. 
Um triangulo encerra seis elementos principaes, tres lados e tres 
angulos. Os angulos designam-se ordinariamente pelas letras A, B, C, 
€ os lados oppostos pelas minusculas correspondentes a, b, c. Se o trian- 
gulo é rectangulo, A designa o angulo recto e aa hypotenusa. 

Um triangulo é determinado quando se conhece tres de seus elementos, 
dos quaes pelo menos um lado. Então póde-se construir esse triangulo, - 

se aprende em geometria; o que permitte depois medir os 

nilos. E-te processo, porém, é falto de exactidão, por- 
i phicas nào offerecem uma precisão sufficiente e 
imperfeição dos instrumentos que servem para 


S, substituem-se as operações gra- 
valores das incognitas com a maior 
attingir. 

f rectangulos. 

de um triangulo 


cada lado do angulo 

to do angulo opposto as lado 
|a esse mesmo lado, 

B como centro, com 

Teremos por definição 


COMETRIA RECTILINEA. 
pg TRIGONON 
ELEMENTOS 


complementares, sen B= cos C, logo b=4 


E angulos B é Arg 

Do mesmo modo : 

oe MR 

-— e pu do angulo "-— aam 
» > a hypotenusa, lem-se immediatamente 

y see e b=a cos C (30) 
pane e b=asenB 


e=asen C e c=acos B 


Observac 


Theo: mi No triangulo rectangulo cada lado do 
93. I em lo multiplicado pela tangente do angulo 
-—— pel ciem pela cotangente do angulo adjacente 
osto ao lado que 
de à effeito, se do ponto B como centro, com BA 
ie descrevermos um arco de circulo, teremos 
) por definição (n* 3) : 


C 5 y 5 
el=5=5 d'onde b=c tg B 


E lementares, 
Os angulos B e C sendo comp E ] 
2 tg B=cotg C; logo b=ccotg (H 
Do mesmo modo : =btg 0 e c=b cotg B . (34) 


Observações. I.— theorema ser deduzido do recedente; 
pois as duas rer Pipes i ap B, dão, dividindo-as mem- 
b “ob gB. s A 
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O angulo C é o complemento do angulo B, logo 
C=9"-—B 


O 4º theorema (nº 62) dá para os lados do angulo recto : 


b=asenB e c—a cos B 
£ 1 icm 
A superficie é S be; ou substituindo os valores de b e dee: 
S ee B cos B i ws 2R 
ho 3 a” sen cos D E a* sen z è 


66. 2º Caso. — Då-se ur 


o recto b com um « 


angu igudos, B, por e outro angulo agudo C, 
al thenusa a e o outro lado 
O angulo C é o complemento do angulo B, logo 
t5—90 —B 
O 1º theorema dá b=« sen B, logo 
— b 
— senB 


O 2º theorema dá c =b colg B. 
A superficie é S = bc, ou substituindo o valor de e 
y 
2 

67. 9* Case. — Dá-se a hypothenusa a com um lado 
calcular os angulos B e C e o lado c. 


S=5 b cotg B 


b do angulo recto; 


| sen B=cos C=? 


u 


=V TA; Para que esta fórmula seja 
ta liluir debaixo do radical a? — ta 
FU — 6). 

- cos C A 9 calculo logarith- 
quando. differe pouco de 
de 1, o angulo B pouco 
malos. mal determina- 


ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 
vantagem, a de só precisar-se da procu 
Esta fórmula qua a+b dc a — b, os mesmos que servem DUE 


= Caso. —Dão-seos dois lados do angulo recto b e €; calcular os 


Ro e C ea hypothenusa a. 
agudos são dados pela fórmula (nº 63) : 


Os angulos 5 
tg B= colg c= mn 
Poder-se-hia em seguida calcular a hypothenusa por meio da relação 
gi — 0rd masé preferivel empregara fórmula logarithmica a = i 
rque o angulo B sendo conhecido por sua tangente, póde-se ter 
facilmente sen B. ba F 
Poder-se-hia entretanto fazer logarithmica a fórmula a? — /* +- e? pelo 


- . b 
processo indicado no nº 0; chegariamos é formula g= = Mas o angulo 
y é justamente 0 angulo B, de modo que este segundo meio leva ao 
mesmo calculo que o primeiro. 


A superficie 6 8= 4 lo. 


Nos exemplos seguintes, dois casos referem-se ao mesmo ti 
e servem de verificação. O calculo é feito com taboas de 5 decin 
d. a Por pu 
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C=90º—B > — 424 
90º — B= 90* — 42* 48' — 47042 


Log a—log &— log sen B 


Log e=log b-i-log cot B 


3* Caso. A=90º 
—90 
Dados ¿ a— 3972,70 
b—888= 
f 1 
c=y (a+ b) (a— b Log c—— [ d ] 
Fórmulas ) e 


1 [ b 
$ [log (a — 5) —1log a3- 5j] 


| C=12» 40' 50", B— 77* 19 40" 


TRY o 
" NOMETRIA RECTILINEA. 
B, ENTOS DE TRIGO 
to gm 


$n. — Triangulos quaesquer. 


incipaes de um triangul 
tre os elementos princ gulo 
Relações em qualquer. 


E Num triangulo, os lados são 


aos senos dos angulos o 

Seja o triangulo AB 
vertice C uma perpendic 
lado opposto; es 
cahir em AB (fi 
prolongamentos 


69. Theorema L 


ixemos do 
ular sobre o 
sa perpendicular póde 
+7) ou em um de seus 
$) N 


^O 1* caso, os 
triangulos rectangulos CAD e CBD dão: 
CD=bsenA e CD—asenB 


do que se deduz : 


bsenA=asenB; d'onde 


E 
senÀ  senB 


No 2* caso, nota-se que os anzulos supplementares em A tém o mesmo 
h , ; 
seno (n° 12), 


logo CD=bsenA e CD=asenB 
Aic nb 
$ uae senA — senB 


Dois lados quaesquer sendo proporcionaes aos senos dos angulos 
cppostos, temos : 


A DA 
senÃ  senB — senC 


70. Theorema IL Num t 


T 


" CAPITULO V. — RESOL ÇÃO DOS TRIANGULOS. 


tares, cos DAC— — cos A; logo AM—= 


= 


cos A, e për conseguinte 


&- Secos A 33 


Zste theorema dá as tres retaçõ 
im triangulo : 


eguintes entre os seis elementos 
de 


x 


71. Theorema HL C. riangulo é igual à somma alge- 


direcção do primeiro. 


1a das proje 


proj. proj. BA + pr . AC 
o 
isto é, tomando a recta BC como eixo de projecgáo 
cos B ) (34 
Do mesmo modo : -ecos A (Y 
e bcosA 


Observação I. Juntando á relacáo dos senos (39) 


a relacio que 
existe entre os tres angulos de um triangulo, temos 


EPE bo. 
senA ^ senB sent 


(z) 
A 3- B3- C— 180* 


HI. Entre os seis elementos de 
relações distinctas. 
houvessem quatro relagdes distinclas entre os seis 
phecer dois elementos para poder deduzir d'elles 
| mas i mio póde ser; porque, para determinar 
mos que são precisos tres elementos. 
Compostos cada um de tres relações 
e o precedente, se os numeros 
entos de um triangulo, esses tres 

um no outro. 


um triangulo, não póde 


ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 
o emplo. Bom efeito, addicionando as duas primeiras 
y ex : 
a terceira, por 
relações poro app go —20 (b cos A + a cos B) 
N es 
nd gef — 3c (Dcos A + a cos y 
pet suppóe differente de zero 
idi 2c, que se supp 
Apes —Y gatos B + b. cos A A 
y i ystema (X). Sendo dad 
f consequencia 0 Sys ado o 
zo t (1) IE deduzir cada uma das relações do sys. 
systema (Y), d'e xs r exemplo. Com effeito, multipliquemos respe- 
— rm abe pora, b,c; em seguida, da primeira, dimi- 
mn que eras membro a somma das outras duas; obtemos 


nuamos mem at—b?— ct=— 20 cos A 
at =b? +e? — 2be cos À 


— ) uivalentes. 
as (Z) e (Y) são equi s. m 
ped vesc prium 0 systema (Y). Sendo dado o systema 
does deduzir cada uma das relações do systema (Y) a pri- 
Z) sia plas Para esse fim basta eliminar A entre as relações 
d (Z). Com effeito, a terceira póde escrever-se A—-480o.— 
(B+0) 
se conclue 
Qe sen A —sen B cos C- sen C cos B 
lação sendo homogenea em relação aos tres senos, mella póde-se 
—-— aa pelos numeros a, b, c que lhes são proporcionaes em 
virtude das duas primeiras igualdades do systema e. 
Resulta a=b cos C+ ccos B " 
2º ( systema (Y) tem por consequencia o systema (Z). Sendo dado o 
systema (Y). d'elle póde-se desduzir o systema (Z). ^ À 
Para obter a primeira relação dos senos, basta eliminar C entre as 
duas primeiras relações (Y). 


e o a 
Ue PP (a con B a 
"donde "| 


^ 


Reduzindo cos C ao mesmo coefficiente, - 


EL 


—— 
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Os angulos A e B + C tendo o mesmo seno, têm por differenca (nº 20 
A—B-—C=2kr" 
A+B+C=(24-+4)z 


Porém cada um dos angulos A, B, C 
entre 0º e 180º, deve-se 


ou por somma 
achando-se comprehendido 
azer k=0; o querdá 
A—B—C=00 
ou A-F B-- C— 1800 


A primeira hypothese nào é admissivel, porque A d 
quer dos angulos do triangulo. 

Logo as relações (Y) têm como consequencia as tres relações do sys- 
tema (Z). E 


esigna um qual- 


Observação. Cada qual dos systemas equivalentes (X), (Y), (Z 
sufficiente para resolver qualquer triangulo; mas nào apresentar 
mesma vantagem. Assim é que as fórmulas (X) e as fórmulas (Y) não 
sào logarilhmicas; cada uma das equações do syslema (Y) contém 
cinco elementos do triangulo, o que dá logar a eliminações mais com- 
plicadas, etc. 

Em geral, é pois o systema (Z) que deve ser preferido. 


.6 
a 


73. Theorema reciproco. Se tres comprimentos positivos a, b, c, € 
tres angulos A, B, C comprehendidos entre 0» e 4800 verificam um ou 
outro dos tres systemas (X), (Y), (Z), existe um triangulo tendo por lados 
4, b, c e por angulos oppostos A, B, C. 

Os Systemas sendo equivalentes, desde que as seis grandezas 
salisfazem ao systema (Z) ou ao systema (Y), ellas satis- 
S a (X). Basta estabelecer, n'esta ultima. hypothese, as 
ções seguintes : 

gulo que tem por laios a, b, c. 
0 superior a — 1, temos : 
Abe cos A <? +e? + 2bc 
(ad e (b+c)? 
(be)? <0 


A] 


a somma dos 
por it b, c. 
dados a, b, c, têm res- 
$ 


À: 


eee 


dns A RR € Mera 
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Com efeito, segundo o theorema Il, temos : 


at= b? e? — 2be cos A 


Mas, por hypothese, at=bit-e— 3bccos À 
+ cos À'—cosA 


A e A' está comprehendido entre 0 e 1809 
m dos ta: Cria um unico angulo tendo um coseno dado; 


Assim, 
ra, cada ui 1 
e, eae intervallo, só exis Er 
logo - zT - 
Do mesmo modo B'—B e C-—C | 
Logo existe um triangulo que tem por elementos as seis grandezas 
E 


ouy triangulo estão representad 

s dados de um triangulo esti representados por 
l dia quim suppór que os lados gas posilivos e que 
rd à 1 i 0º e 180». 

g o comprehendidos entre ( E 
po EE Ier PEERS as incognilas: em funcção d'esses 
4 bum pta das equacóes fornecidas por um dos syStemas (X), (Y), 

a zi E discutir as fórmulas de resolução assim achadas, isto é, 
as as condições que os dados devem preencher para que o trian- 

ista. É 

rr q fim, em virtude do theorema reciproco que precede, basta 

rocurar as condições precisas para que os valores dos lados incognitos 
eie positivos, e os valores dos angulos incognitos estejam comprehen- 
didos entre 0º e 180^; visto que desde que tres comprimentos a, b, c e 
tres angulos A, B, C verificam um. dos systemas e salisfazem a essas 
condições, páde-se affirmar que são os seis elementos de um triangulo, - E 


Resolução de triangulos quaesquer. 
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109 
papan fórmula exige que se tenha B+C — (gos 
e esta condicio está preench; robler i i y 
Meinen São está preenchida, o problema admitte uma unica 


Superficie. A superficie do trian 
da base a pela altura AD (fig. 51). 
Temos 


gulo é egual á metade do producto 


S=5=<aD 


[TEST 


Mas o triangulo rectangulo ABD dá AD=c sen B; y 
d'onde, substituindo e pelo valor que acabamos de / 


x 
estabelecer r3. 
"y — asen Bsen C E : 
25 sen À Fig. 18. 
A superficie tem pois por expressáo 
d e senBsenQ 
d". Sa 
p T T T 
ou, notando die sen A —sen (B + C), (n° 12) 
—1 o senBsenG 
Py “sen (B3- C] (38) 


75. 2º Caso. Conhecendo dois lados a eb eo angulo comprehendido C, 
calcular os angulos A e B e o lado c. 

As incognitas são determinadas pelas tres equações 

A-- B 4- C — 180» 

é RES DT 

senA —senD — sent 

00s angulos A e D, ronhecendo a somma d'elles 

A+B=1480—0C 


rA A 


Á Conhecendo 


TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 
ELEMENTOS DE 


116 à 
SB AE, deduz-se A e B por uma addicáo e uma 
2 


sobstraição. T os angulos, obtem-se o lado c pela relação dos 


senos : . asenC . 
“FT senA la) 
empre suppór que 2 designa o maior dos lados dados 


E A—B S A 
lab); então a fórmula (36) dá para z Só um valor mais Pequeno 


dá para c um valor positivo. Logo o problema 
que Y. 5 nde, e sómente uma. 
Superficie. Theorema. A superficie de um triangulo é egual á 
o metade do producio de dois lados pelo seno do an. 
e elles comprehendem. 
appen S a superficie e AD a altura a 
contar do verlice A (fig. 52). 


Temos S=3X AD 
? Ora otriangulo rectangulo ADCdá 
AD=bsenC 


S=jabsenC (87) 


serre 


(a) requer a procura de outros tres loga- - 
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que basta tornar logarithmica. Para esse hm multiplica-se a? 3-5? por 


cost C--sen* C=1, e substitue-se cos C por 
ai ERE 
cos". » — sen? 3C 


o que permitte escrever-se : 


ou 


ou emfim 


de tg 7 é justamente o de tz * A—B) 


logo este segundo processo conduz 
y € ha vantagem em começar por 
mão se precisa senão do lado c. 


X b, c, calcular os tres angulos 


a das equações (X) (nº 70). 
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as quaes substitue-se cos A pelo valor precedente. A primeira de : 


1 di aa bbe a 
2c; A—1-- += E ^ 


btet—a?  (b4-c--a) (b+c—a) 
- 2 cos a EA AA 


| SS 
b+-e-+a)(b+c—a) 


2bc 
: Upon (0--c—2) 
d'onde cos; A= Sbc 


Designemos por 2p o perimetro do triangulo, teremos . 
a+b+e=2p, 
b4-c—a-2(p—a) 
a--c—b-—21p — b) 
a+b—c=2(p—e) 


e por conseguinte : cos! Ja 


2 
Temos tambem : cos H p—4 PE (39) 


ac 
Io =, /2—9 
cos C— P | 
A segunda relação dá semelhantemente : 
Au, Pri d+ be 
gi Aida RE SRS 


1, a —(b—c? (a+ b—c)(a+c—5) 
a peral VE. 2bc A 2bc 
d'onde seni A= (a4-5 — c) (a+e—b) 
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mente, porque a metade de um angulo d 


143 


que 90º,e no primeiro quadrante todas as [jupe nio é sempre menor 
positivas. Se ha um só angulo a determinar, pod lrigonometricas são 
linctamente das fórmulas (39), (40) ou "TE És omo-nos servir indis- 
cular os tres angulos, é melhor emp J; mas se tivermos de cal- 


requerem quatro logarithmos em heit ák E. taolas (M e que v6 


tados mais exactos (nº 60, Observ. T Seis ou sete e que dão resul- 


80. Superficie. A superficie de um triangulo estando ex; ressa 
desen A, substitua-se sen A par 2 sen A cos À è i 
3 sen a cos $» leremos : 


S—tesen S A cosd A 
Ora vimos (nº 79) que : F 
" TR A 
7 A=, /LP=Dl9—0) 
cm y22e-a e ex 4=y/ 293 
por conseguinte : 
_ 
Er) hip=) = 10. 
E Co qb V PP (PP) (as) 
81. Discussão. Procuremos as condições de possibilidade, isto é as 


relações que devem existir entre os dad; 4 
possamos deduzir os angulos A, B, C. ados a, b, e, para que d'ellas 


Esta discussáo póde recahir indifferent 
ires grupos de fórmulas que precedem. 2 det: e coi s: 


Fónmutas a). Para que exista um angulo $ comprehendido entre Os 


(8 905, satisfazendo á formula 
-— À A "pip —a) 
oy 2 > 


successivamente 


'OMETRIA RECTILINEA. 


ros DE TRIGON 


Es Tu 
o 
funeção do segundo gráo em b; para que CAPITULO V. — RESOLUÇÃO pos TRIANGULOS. e l 
é uma trario ao coefficiente de bs 1 i 

ata o membro pa signal con A »* ou, multipucando os dois membros pe! 

O pridie, ito é de fnferior ás raizes | aubprimindo o factor positivo p i 
ella seja Det iente que beca 
preciso e AY 


lo quadrado do denominador e 


(p —a) (p—b) (p—e)>0 
Y Esta condição exige que o numero dos factores negativ. Y 
" ao mesmo tempo ETT TES | oe Y dos factores negativos seja zero ou 
oque exige eca+ 5 ada lado seja inferi | Mas esta ultima hypothese é inadmissivel : dois d'esses factores não 
te que c Ja inferior d E "gat "s 
iso e sufficiente q diis á podem ser negativos ao mesmo tempo, desde que a somma de dois 
resumo, é pre 0 que é conforme com os id os da geometria, quaesquer d'esses factores é igual a um dos lados a b, c. Logo é pre- 
EM dos outros dois. rolas (4) conduziria evidentemente q esta ciso que tenhamos ao mesmo lempo e P 
-— uma d ultras ^ : P—-a>0 donde aSb+e 
mesma co z exista um angulo ; dado pela fórmula ees ás 
Para que p—-c»0 c<a+b 
acus (2)- == 
Fói os — b) (p—Ci 82. Simplificação das 16 mulas (3) pela introduccáo do raie 
sen y — bc r do cire inseripto. Sabemos que a superficie de um triangulo 
é igual ao producto do semi-perimetro pelo raio do circulo inscripto 
suficiente que tenhamos (Geometria.) ; gx Sa tp 
é preciso e (pp y Temos S=pr 
oc bc Por outro lado, S—y P (p —a, (p —b) (p —cj 
LM. 
: a T ip—ai(p— b) (p— c) 
A aldade se reduz Por conseguinte, r= q /1P— a (p— b) (p— c) 
A primeira desigu D(p—9>0 : p 
p-0 
2 
iplicando cada factor por 
ou, multi 


As fórmulas (3) podem pois 
(a4-b—:) 2-0 
(a-e—d (a 


x ji de mesmo signal : d> 
3 os dois factores sejam 
esta condição exige que 


somma 2a, isto é positivos. É preciso pois que 
meo um esmo tempo 
Ss a+c—b>0 donde b<a+c 
a--b—c»0 donde c<a+b 
e 


(ccessivamente 
segunda desigualdade póde escrever-se su 
7 (90) (p— 0) «be 3 
Pp b+0<0 
p=b=c<0 , 


escrever-se : 


uso muito commodo para os calculos 
de ter achado log r, ter-se-ha o loga- 


pela addição de dois logarithmos 
d'onde, multiplicando os dois sc cae 7 b b, e o angulo A opposto a um 
ass Y E 
x? 


o 
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p 
— asenG a» 


e emfim ná 
Quanto á superficie, póde obter-se qomo no segundo caso pela 
S=3 absenC 


fórmula 


84. Discussão. A fórn la (t), cujo segundo membro é positivo 


exige Dm «1 
ou a=bsenA 


Se a < b sen A, o problema nào tem solução. 
Se a—b sen A, as fórmulas (1), (2), (3) dão successivamente 
B-—90, C=% —A e e=bcosA 
eitavel se o angulo A é agudo. N'esta hypothese, 


Esta solução só é acc 
responde á questão. Este triangulo é 


existe sómente um triangulo que 


rectangulo em B. 
Sea > b sen A, a fórmula (1) dá para o angulo B dois valores supple- 


mentares comprehendidos entre 0º e 180º: um angulo agudo B' e um 


angulo obtuso B”. 
Mas estes angulos só são acceitaveis se 0s valores correspondentes do 


angulo C e do lado c são ambos positivos. 
Ora, se substituirmos B pelo valor B', depois pelo valor B”, as fór- 


mulas (2) e (3) dào successivamente : 
B reno 7 ,.. asenC" 
C=180—(A+B) e (= A 
— 1800 — Y n asen C” 
depois , C'=180 (A+B) e ei 
Para que a primeira solução convenha, basta que tenhamos 
A+B’ < 180º, porque esta condição tem por consequencia 
snC >0 e d>0 
Assim tambem a segunda solução convém se tivermos 
A+B"< 180º 


- 


ULOS. 
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Assim, quando o angul apro 
mente um solução, coni 
fur ao lado adjacente. 
go Caso. ^ > 90º. Então o angulo obtus 
a somma Å + B excede 180^. 
mo angulo agudo B' só convém quando ha 


A+B'<180 ou A <18 
A e480º— B' sendo obtuso, 
0»— B") ou sen Az sen B” 


sen À 
senA > Leona 


o A é agudo, O problema tem duas o 
forme o lado opposto & A é inferi 
o D" nunca convém, visto 


» — B 


isto é, 05 angulos 
sen A> sen (18! 


ou ainda 
ou emfim a>b 
o, o problema só póde ter uma unica 


Assim, quando o angulo A é obtus 
solução, e essa solução não existe senão no caso de ser o lado opposto a 
o lado adjacente dado. 


A superior à ^ 
O quadro seguinte resume esta argumentação, cujos resultados são 
todos conformes aos que se encontram em geometria. (Geom. ) 
a<b sen A 0 solução 
A< 90* 4 solução 
a=b sen A | E 
| Az 90 0 solução 
(a<b 2 soluções 
A < 90º 
E WA l a=b 1 solugáo 
ed a<b E 
1 3 AS 90» 0 solução 
ue ab 1 solução 


0 E cora denominado caso duvidose, 


il Conhecendo a, b e A, póde-se 


— 


LUMENTOS DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA, 
a das raizes é nulla; a outra, igual a 2b cos A, gg con 


udo. 
do o angulo À ag c x 
vém xa Q producto das raizes seydo positivo, nada se póde e 
ativamente à natureza dessas raizes. 
p condição de realidade 
bicos! A — 0? 4- a? > O 


tus £ 
goa b. Um 


v" veni “> bsen A 


A, o triangulo é impossivel. 
Mes raiz dupla, b cos A, só convém sendo y angulo A 


-— sen A, as raizes são do mesmo signal, do signal da somma 
3b cos À. A 


Se A « 905, as raizes são positivas e convêm uma e outra, 
Se A 2 905, as raizes são negativas e ambas para rejeitar, 
Todos estes resultados são conformes aos da discussão precedente. 


86. Observação, — Resolvendo a equação que acaba de ser discus 
tida, oblem-se : 
e-bcos A + V a? — b! sen? A 


Se quizermos applicar estas fórmulas, resta-nos fazel-as logarithmiras, 


Para esse fim, pondo a? em factor commum debaixo de radical, escre- 


vemol-as : 
e=b cos Atag 4 — PRA 
Admittindo que as raizes sejam reaes, isto é que ten 
ii rt T " 


Sar 
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Exercicios numericos para indicar a disposicáo dos 


t° Caso. 


Fórmulas 


log sen B — 1,760 6576 
colog sen A — 0,009 2498 


calculos, 


Dados 4 B 


20 


C T 40" 
A — 180» — (D 4- C) — 1019 47' 
a B 
b EET Log b == log a 4- log sen B-++colog sen A 
c= 8800 Logo log a 4- log sen C- colog sen A 


"sen Á 
log a == 3,659 1533 log azz3,059 1553 
log sen € — 1,829 3615 
colog sen A — 0,009 2498 


3,350027 3, 
b= 2723m 094 


666 
e=3146",06 
i q senBsenC 


Calculo da superficie : S=- a mas 
P 2 sen À 


Log S=2 log a+ log sen B+ log sen C 4-colog sen A -+ colog 2 


2log a— 7,318 3106 
log sen B= 1,766 6576 
log sen C — 1,829 3615 
colog sen A — 0,009 2498 
colog 2= 1,698 9700 
6,622: 5495 

| Ou Ad Doectares Zares Joast 
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log (a— 0) — 3.769 9167 
eoiog (a +b)= 5,358 6984 


to T 3 
log cotg g 0=0,492014 
Á— 


1,620 6854 5(A—B) 22 39' 43" 


$^ FB)—72 t 49 
A-964789",9; B—4?»2?9 3"/7 


Calculo de e 
log (a-+b)=4,64 2956 


log sen $ C=1.4865598 


i t a—B)= 1 
| solog cos y (A B) =0,034 8966 colog 2=1,698 9700 
o 4,1027 84377353. — 


Calculo de S= 7 ab sen G 


log a— 4,395 0705 
log L=4,2775489 
log sen C — 1,706 1489 
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Calculo de A, 


2,991 6034 


i " 
log tg 5 A— 1,495 8017 


1 
5 A=172329",20 
A — 34746 46" 58 
Calculo de B. 


log (p — à) — 2,4220405 
log (p — c) —2,11 1456 
colog p— 3,301 0738 


colog (p —b=2,058 5758 


1,9528354 
log te $ B=1,970M77 


$5- 43*2012" 63 


Calculo de A 


colog (p — a 3.577 9595 


Calculo de B. 
log r= 1,917 8422 
colog (p — b) — 2.058 5738 
1,976 4477 
$ B= 4336 427,6 


B—58053'25 ',26 


Calculo de C. 
log r— 4,917 8422 


colog (p — 4) — 3,528 8544 


1,746 6966 
pom 54,08 
C589 48,46 
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in 


: o 
bibere utt x E 
Dados A 121330" (A <90*, a «5; 2 soluções.) 


PA a Log sen B= log ò- log sen A +colog a 


Fórmulas | G=150—(A+B) 


, eat. Log e=log a--log sen C+colog sen A 


log 5— 3,097 1531 
log sen A— 1. 1,325 7288 
cologa 23 1917 


1,546 0736 
B= 1043 0,7,  B'"—163:4653" 


C—15:3333,3, C= 


1* Solugáo 
log a—2,976 8083 16 8083 
log sen C=1,6778347 ou 2,843 1839 


colog sen A=0,674 2712 0,6742712 
3,325 9142 ou 2,4942634 
c=2132%,621 ou 31220782 


Calculo da superficie S= $ ab sen C 
EE dde otia 
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Obtem-se a equagáo homogenea em relacáo a sen À e cos A 
a sen À cos C-}a cos A sen C— b sen A 
ou alg A cos C+a sen C=b tg A 
tg Ac a sen C 


"onde decorre: A 
i: b—acos C 


Para calcular o angulo A por meio d'este fórmula será preciso fazer c 
segundo membro logarithmico. 


9» Resolver um triangulo sabendo que os tres lados são da fórma 
x, x+1, x43 
€ que a angulo menor e o maior são da fórma 
X, 9X 
O angulo maior estando opposte ao lado maior se fizermos 


E a=2, b=2+1, c=2+2 


teremos A=X e C=X 
A relação = rin E. 
DUXI = NC E 
eda em X= 2 a) 


a= b*4-c* — 25e cos A 


(n+liz+o? 
E z 
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(i 
Podemos escrever 
2 
Ng 
donde 


z z (p—a) (p—*! (p—c 
: A CR 


Ora, multiplicando membro a membro as fórmulas (11) obtem-se 
: Ag B, C. /(p—a) (p—5)p—c 
Vg 831863— y ee 


ve "isiti-uiuiu; 


CAPITULO Vl 


APPLICAÇÕES AO LEVANTAMENTO DE PLANTAS. 


— 


87. Problema 1. Determinar a distancia de u ponto accessivel A c 
um ponto na SS: U. 

Escollie-se arbitrariamente e mede-se no ter- 
reno uma base de operação AB; depois, por meio 
de um graphometro (*) medem-se os angulos A 
€ B do triangulo ABC, isto é, os angulos forma- 
dos com a base AB pelos raios visuaes AC, BC, 
dirigidos para o ponto C. 

então calcular AC no triangulo ABC, 
conhecendo o lado AB e os dois angulos adja- 
centes ed. 
i i yy 
O angulo ilo G sendo igual a 180º — (A +B), a relação dos senos 
1 AC _ AB 
T senB sent 


AC- sen B 
TAB nA FE) 


——— Hon 


S DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA, 


it ELEMENTO: 
z xdaneias AC e AD nos triangulos ABC e 
Caleulumee a ae e o lado commum AB, ABD, dos 


maes se con 
k Se os quatro pontos Y 
CAD é a dilferenca de do: 
contrario, que é o mais gera 


B, C, D, se acham no mesmo plano 

is angulos conhecidos DAB e CAB. No Sulo 

À, mede-se directamente este angulo CA 
Então póde-se calcular a distancia iD 

cognita e n triangulo ACD, do uid 

conhece dois lados e o angulo com 

dido. E prehen. 


e 


89. Problema II. Determinar q altur 
de uma torre cujo pé é accessivel sobre : 
terreno horizontal. A 

Seja a medir a altura AB. 

Mede-se no terreno uma base horizontal 
AD, que nào seja muito differente da al 
tura que se procura; em seguida, por meio 
de um graphomelro collocado no ponto D, mede-se o angulo ECD 
formado pela horizontal tirada pelo centro do graphometro no plano 
CAB, com o raio visual CB dirigido para o vertice do edificio *. 

Póde-se então calcular a altura EB no triangulo rectangulo BEC 
conhecendo-se o lado EC e o angulo agudo adjacente. : 


Temos BE=ECtgECB E 
Para ter a altura total, basta ajunta: t 

Pia dra juntar a este resultado a altura do 
Übtem-se AB—AE--EC tg ECB 


90. Problema IV. Determinar a altura de um edificio eujo pé 
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Entáo pode-se calcular a distancia DM, no triangulo CDM, do qua! 
se conhece os angulos e o lado DC; depois a altura FM, no triangule 
MDF, do qual se conhece a hypothenusa DM e o angulo agudo D 
A altura total é a somma EF + FM. 
2» Se é impossivel ter-se uma base horizontal passando pelo pé da 
1 encontrando essa altura, procede-se como na questão se- 


altura o 
guinte. 


91. Problema V. Determinar a altura de uma montanha. 
Seja medir a altura MN, do vertice M acima do plano horizontal 
ssa por um ponto conhe- 


O methodo consiste em de 
minar a distan AM (nº 
medir o angulo MAN e a res 
o triangulo rectangulo MAN. 

Toma-se uma base arbitraria AB, 
que se mede, assim como osangu- 
los formados com esta base pelos 
raios visuaes AM, BM, dirigidos 
para o vertice. Mede-se tambem o 
angulo MAE formado pelo raio AM 
SN vertical AE; este angulo, igual a NMA é o complemento de 

Então póde-se calcular a distancia AM, no triangulo ABM, do qual se 
conhece os angulos e um lado; depois a altura MN, no triangulo AMN, 
do qual se conhece a hypothenusa e um angulo agudo. 


lver 


92. Problema do mappa. Tres pontos A, B, C, situados em um plano 
horizontal, sendo reproduzidos no mappa de um paiz, determinar a posição 
de u arti ) do mesmo plano, de onde as 

B foram vistas de baizo de : ge 


à é muito simples: 
sobre BC, como 


as duas circumferencias 
o M sobre esta circumfe- 


Ph 
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A somma dos angulos de um quadrilatero sendo lo ; e 
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RR VR TS e sk relabõcs dos AOR W O segundo membro da fórmula (4) toma a fórma 
sens — sena seny — seng z o SE 
y = SS A ce - g -= tg 0° . tg 905 — 0 x 00 
ON Cu CM E tg ES 
Dividindo estas duas proporções membro a membro, ob EE soe A Dudblnninste A sut, coma pr 
a 1/0) tem-se å geometricamente. 
sens — bsena . 
seny  asenf 8) 94. Problema VII. Determinar o raio de uma torre 
h Es E e circular inaccessivel. 
Assim a questáo resume-se em calcular dois angulos y E Sejam O o centro da secção recta feita na torre 
sendo sua somma ea relação de seus senos. Basta applicar a Base pelo plano horizontal que passa por um pont 
» conhecida. ão exterior A, e C o ponto do contacto d 
4 A equação (2) póde escrever-se successivainente è visual ACM tangente a serção. 
2 COE dem sena * O triangulo rectar 
. A seno acena 0C —R — 0A sen 0AC 1) 
senz--seny  bsena—-asenf 
po 2" . » Tudo reduz-se a determinar o angulo OAC e A —— o, 
= E z—y 4— Zsenge & distancia OA. i " 
MT bsena Mede-se uma base horizontal AB e os angulos Figs». 
gtn yy enp 1 BAM=a, BAP=x, ADM'—$. ABP—$ ^ á 
4 4 
2 bsena formados por esta base com os raios visuaes tangentes á torre. " 
asen 8 e As rectas AO, BO sendo as bissectrizos dos angulos PAM e PRM 
Se puzermos bsena O? 
B 
a equação precedente torna-se "T a+, 
BAO = e ARQ= ETÊ 
tg 3—9 2 E) 
2 obtem-se no tranguio OAB, do qual se conhecem 
T+y 3 
tg sen B 


Fig. x 
8 Ao ponto de 


955 raio visual 
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4 
i tendo seus lados per- 
A ou a são iguaes como 
Os angulos BCA e DB 


ndiculares. 
MC triangulo rectangulo BAC dá B 
AC=BCcos a SA a 
« es CAPITULO VI 
ELL A RESOLUÇÃO DOS TRIANGULOS FÓRA DOS CASOS ELEMENTARES 
donde 1 —cosa 


etorvando logarithmico o denominador 
R= hausa 


"m $ L — Calcuio dos elementos secundarios de um triangulo em 
2sen q funcção dos elementos principaes 
96. Raio R do circulo circumscripto. Theorema. — Em todo 
` triangulo, o diametro do circulo circumscripto é igual 
d rao de onda lado para o seno do angulo opposto. E x 
a Tracemos o diametro BA’ do circulo circums- ENA 
e cripto, juntemos depois CA”. O triangulo reetan- Pa | 
gulo BA'C dá 120 NM 
BC=2R sen A’ e 
Mas o angulo A' é igual ao angulo A. Fig. ti. 
t a Assim,» a=—2R sen A 
a 
Logo = a 
` Desde que a designa um qualquer doslados do triangulo, segue-se que 


cada lado de um triangulo está Para oseno do angulo opposto em rasáo 
constante. 
- É uma segunda demonstração da relação dos senos (ne 69) : 


^». JC t 
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E AD —(AD-- CE + EB) — BC — p — a 
gt BE=p—», CF=p—e 
E c 
xs e (p—a) tg —(p—5) teg —(p—o tz y (as) 


btem r um calculo analogo 
T es A t at — e) cotg 
re=ptg=(p —b)colg y=(p 5 


A 
n=» (p colg y =(P — a) cotg (A6) 


B 
— SR: —a)colg ^, =(P — b) cotg E 
a: — Demonstra-se em geometria (Geom.) as relações 


S=pr=(p—ajr=(p— b)ro=(p—0) re 


d'onde se tira S=Y rraroro 


» ho, he : 
P mme e si duas expressões da área do triangulo, depois 


substituamos b e c um funcção de a e dos angulos. Resulta 


asenB asenC 
28—ah, = bc sen ASA “senA Sen A 


sen 
bsenAsenG | — esenA 
= n e h= 


BsenC 
EL Hd am 
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Emfim, demonstra-se em geometria (Geom., nº 254) a fórmula 


3 
[rn (n) 


d'onde póde tirar-se o valor de m em funcção dos tres lados, 


100. Angulo d'uma mediana com o lado opposto 


Supponhamos B > C Seja AMB =M o angulo a calcular, e designe- 
mos por H o pé da altura AH =h. 
Temos HM= 1 (HC— HB) 


ou, por causa dos triangulos rectangulos 
hcotg M — 4. (hcolg C—A cotg B) 


d'onde colg M — TEC cotgh (50) 


101. Rissectrizes interiores a, B, y. A bissectriz a determina do 
triangulos parciaes cuja somma das áreas é egual á área do triangulo ABC. 
Temos 


2S =a c sen i +a b sen A = be sen A 


d'onde, supprimindo o factor sen + 


FI. * (51) 


funcção dos tres lados 
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As bissectrizes interiores exprimem-se de modo analogo 
A es lados d Ó 
e substituindo sen -5 em funcção dos tres la. a ap Sem ae to m pe 
Sb ——— 


2 


zv (p—b) (p —c) be 


107. Semi-perimetro e differeneas p—a, p—bp—e. 


vista des fórmulas (83), temos: 
$ II. Expressão dos diversos elementos i "enm ji En x BS C 
de um triangulo em funecáo dos angulos e do raio duc m DEL C LS 


do circulo cireumseripto. Vonde, substituindo a somma dos senos por um produeto, 


E WV. qu er. z 
103. Lados. As relações (43) dão immediatamente p=4Rcos— cos cos (52 


: a4—2R sen A Assim tambem : 
b=2R sen B (53) 2.(p — a) — bi-1- e— a— 2H: (sen B-I-sen C —semAj 
e—3R sen C logo p—a—4R cos A sen £ sen =- 
104. Alturas. Combinando-se-estas ultimas formulas com as(49' AA A e B "s c a 
he=bsen6=—2R sen B sen C a à ^ 
hs=2R sen A sen C (54) p—c—áR sem 7 sen 20 
he=2Rsen A sen B 


108. Raios dos circulos inscriptos e ex-inscriptos. 


Se levarmos em conta as quatro fórmulas que precedem, as rela- 
ções (45) e (46) ficam sendo 


105. Superficie. As relacóes(53 e 54) permittem escrever 


ET C 
O or sp Doom r=(p— a) tg É — iR cos 4 sen sen E. gÈ 
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As mais das vezes só se obtem com facilidade uma parte q, 
ou dos lados procurados; mas póde-se considerar o triang q 
resolvido desde que temos assim um dos casos elementares, Bulo como 
Na procura dos elementos principaes, póde-se seguir tr 
distinctas : Sar tres marchas 
4º Sorvção TRIGONOMETRICA : Comeca-se por calcular 
processo baseia-se em transformações ninas mu A Este 
e conduz ordinariamente a resultados calculaveis por logaritmos x: 
9» Souugio arcemnica : Caleulam-se primeiramente os lados E 
gesso exige sómente calculos e discussões puramen algebricifs e 
uniformes; maschega-se a fórmulas que, em geral, nào são loca 
3º SoLução cEowETRICA : Comeca-se por construir o tridigüll 7 cas. 
camente, depois deduzem-se os calculos d'estu construcção. m" A 
Se compararmos os resullados obtidos por estes tres methodos, & 
evidente que se verifica existir entre elles perfeita identidade, . È 


Este pro- 


Observação. Ás vezes, em logar de procurar directamente os ele- 
mentos principaes do triangulo, calculam-se, por meio dos dados 
outros elementos secundarios cujo conhecimento reduz a questão A 
algum outro problema anteriormente resolvido. 


110. Problema I. Resolver um triangulo, conhecendo um angulo A, e 

a lado opposto a e a somma b+ c —1 dos dois outros lagos. 1 
a SoLução rucoxomernica. Faz-se apparecer a somma dada b -+c — I, addi- 
cionando termo a termo duas rasões da relação dos senos; temos a 
equação 
senb+e 
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A questão reduz-se a achar dois numeros, conhecendo a sus somma 
e o séu producto. 

Conhecendo os lados e um angulo do triangulo proposto, obter-se-hão 
os outros dois angulos pela relacüo dos senos. 


SoLugAo ceomeraica, Seja ABC um triangulo que 
responda á questáo. Se prolongar-se CA de um com- 
primento AM igual a AD, o triangulo BAM sendo 
isosceles, cada um dos angulos ABM, AMB é igual 
E 

Póde-s&" pois construir o friangulo BCM conhe- Fig. 03 
cendo dois lados e o angulo opposto a um d'elles 
n> 84), depois deduzir d'elles o triangulo ABC levantando a perpen- 
dicular PA no meio de BM. 

Isto posto, o triangulo CBM dá a relagáo dos senos 


d'onde se tira 


Esta equação permitte que se calcule o angulo B + —. e por conse- 
guinte o angulo B. 


Conhecendo a, A e B, cahimos no primeiro caso elementar. 


111. Problema IL. Resolver um triangulo, conhecendo dois lados b, c, 
e a bissectriz a do angulo comprehendido. 
Socução TricoxomernIcA. A bissectriz tem por expressão 
2bc A 


a * 


— a(b+He) 

a e 

triangulo, conhecendo dois lados e o 
segmentos determinados pela bis- 


d'ella se tira «540 y == 


Tudo se reduz em resolver um triangulo, co, 


nhecendg 4 
Sovução cromermica. Seja ABC o ecendo "os treg 


triangulo determinado 


AB=<, Ee Maths M (fig. 63). Pelos lados 
mente de CA. , qna encontra em M o 
* angulo. M é igual a € o segmento AM é igual a e 
Os triangulos semelhantes CBM, CDA dão 
BM — CM 


donde Bm=20%+0 
No triangulo CMB conh 
prehendido. — ecem-se dois lados MC, 
Podemos pois construir esse triangnlo e d'ei deduzi ; 
ABC levantando a perpendicular PA no meio de BM. ks 
posto, o triangulo isosceles BAM dá 


BM —2PM— 2; cos A 


MB e o angulo com- 
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iro caso lamentar. 


Conhecendo os angulos B e C, recáe-se no pi 


nhecendo um angulo À, 
is lados. 


Problema IV 
2 bes 


GOXOMET 


senA 
CA 
b 2 
- €—a —A 
2 
ou ainda 
gE 
b4-l m. 
b—l A 
Ez 
d'onde emfim 


Conhecendo A, € e b, recaimos no primeiro caso elementar. 
Por outra fôrma. — A relação dos senos poderia ter sido escripta assim 


patos — senBj-senC—senA 
ecra senB—senC+senA 


0 do terceiro caso elementar 
Dividindo membro a 
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Processo ALGEBAICO. Obtem-se os lados c e a por meio das duas 
equações. e—a=1 


a=b e — 2be cos A 


imei le escrever-se 
RE "e a—c—i 


e a segunda torna-se em 
(e — 1). =5*+0*— 2be cos A 
_ ur 
—— =Po 
e os lados a e c sejam ambos positivos, é preciso e suffici 
a arai de c esteja comprehendida entre 0 e 1. lente 


114. Problema V. — Resolver um triangulo, conhecendo as tres alturas 


ha, ho, he. 
As relações 28 — ah, — bhs = Che 
b e 
podem escrever-se F=+=+ 
CS 


Estas relações mostram que todo triangulo é semelhante ao triangulo que 
teria para lados as inversas das tres alturas. Os angulos de triangulo 


proposto são pois iguaes aos do triangulo cujos lados são a > pi 
la fu he 


podemos, pois, obtel-os por meio das fórmulas de resolução do 3º caso 
elementar. 
Os lados são então dados pelas relações 


25=ab sen C=bhy f ME 
d'onde se tira a= UE 
: sen 
como tambem = e 


115. Problema VI. — 
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Para isso, basta calcular R em funcção dos angulos e do elemento 
secundario conhecido. Exprime-se primeiramente este em funcção de 
A, B, C e de R, o que é sempre possivel (nº 103 e seguintes); depois 
resolve-se a relação obtida no que respeita a R, e só falta então 
substituir R por seu valor nas fórmulas de resolução do problema Vl 
(nº 445). 

116. Problema VII. — Resolver um triangulo, conhecendo os angulos 
A, B, C e a superficie S. 

Siga-se a marcha que acaba de ser indicada 

A fórmula (55) dá 

S —2R* sen A sen B sen C 


d'onde R= y sen A sen B sen € 


As fórmulas de resolução do problema VI tornam-se 


28 sen À 25 sen B / 25 sen C 
az a b= — —L = — MÀ 
v sen B sen C’ y senAsenC “= V sen A sen B 
Obtem-se tambem estes resultados por meio das fórmulas (35, n* 74 
que exprimem a superficie em funcção dos angulos e de um só lado 


Observação. — Proceder-se-hia da mesma maneira se, com os 
angulos A, B, C se désse a altura ha, ou a bissectriz 2,0u O perimetro 25, 
ouo raio r, etc... 

Assim, as fórmulas (34), (56), (58), (60)... dão respectivamente 

B—C 
a cos — 


TUS T T 
ro == 


E 


2 send sen t sen e 
Ou outra d'essas expressões no logar 
Caso simples de que se trata (nº 115). 
rapidamente as fórmulas dos 
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O angulo B sendo conhecido, recáe-se no 1º caso. 
“Souução aucesnica. — Os lados são determinados pelas duas equações 


e-=m 
tpa 
" boca 


ge Resolver um triangulo rectangulo, conhecendo a hypothenusa a e a altura 
correspondente h. 


SoLugio TRIGONOMETRICA, — igualando duas expressões da superficie do 


Manca ah=e 
Ora b=asenB e c=acos B 
logo ah=a* sen B ces B 
2h 
d'onde sen 3B = 


Conhecemos agora a hypolhenusa e um angulo agudo. 
Soroção aLcebnica. — Os lados são dados pelas equações 
bo=ah 

e Pecat 

3° Resolver um triangulo rectangulo, conhecendo a hypathenusa a e a 
diferença b —e=d dos outros dois dadus. 

Sorução tuicoxomernica. — Se substituirmos b e c em funcção dos 
angulos, a equação dada passa a ser 

B—C 


d= a (sen B — sen C) —2a sen —,— cos 45 
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Assim, a equação precedente póde escrever-se : 
a -|-2r—a (sen B -i- sen C)=2asen 45º cos ELS 


d'onde 


8° Resolver um triangulo isosceles conhecendo a altura principal heo raio r 
do circulo inscripto. 

Seja A o angulo do vertice. A altura divide o 
triangulo considerado em dois triangulos rectangulos 
iguaes que são faceis de resolver. Efectivamente, os 

é A S 
angulos B e C são complementares de 3» * se unirmos 


o centro do circulo inscripto a um de seus pontos de 
contacto com os lado iguaes, temos (Th. 1º): 


r=(h—r)sen A , Vondesen > = 


os tres angulos estão pois determinados. 
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uè 
Temos (ue 103 b=2R sen B 
e in^ 104) h= sen A sen C 


À primeira equação dá 
sen (A+ C) = sen B = 
e a segunda sen A sen C = gi 
Reduz-se a questão a calcular dois angulos A, C, dos quaes cor | 
cemos a somma e o producto dos senos. 
B* Resolver uim triangulo, onhecendo um 
dois eo raior do circulo inscripto. 


lado a, a somma b + € «os 


A 

A fórmula (48) rz (p— ate 3 
A. r 

a "8 3 —30c:—a 


Conhecendo a, A é b+ e, recahimos n'um problema já resolvid 
(n* 110). 


9» Resolver um triangulo, conhecendo um lado a e os raios R dos circulos 
inscripto e circumseri plo. 
As fórmulas (53) a=2R sen A 
e (Ad r=(p—u) tg i 
dão respectivamente . 
sen a= depois b+e=— +a 
2 tg y 


Conhecemos então A, a, e b+e,o que reduz a questão a um problema 
resolvido (nº 110). 

10º Resolver um triangulo, conhecendo um angulo C, a superficie Sea 
somma a+b- c— 2m 

Temos (n* 105) S=2R? sen A sen B sen C 


e (n^ 107) 
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Por conseguinta, podemos calcular os angulos 2 a E, senado € 
sua somma e o produc ingentes f 
11* Resolver um tr lo h } A 
hi ra l nhe o o angulo A, eas bissectrizes into 
' T'es uo, a ea 
As bissectrizes dadas têm por expressão (n** 101 e 102): 
a $ 
3 A 
e a sen 
Estas duas equações permittem calcular os lados b e e, visto que ellas 


não contém nenhur 


T outra incognita. 
Yellas tambem podem-se dede 
Y dem-se deduzir os angulos B e C. Com 
as dividirmos membro a membro, vem n m 


at A 


d'onde : 
isto é 
Mas temos 
€ por conseguinte cotg E3 T s tg A 
2 2 
Supprimindo este factor commum, a equação precedente se reduz 
Š E c de ze 
3. € 


fica » 
" " 
conhecida somma e a differenca dos angulos 
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42º Dise um triangulo ABC, cujas bissestrizes interiores encontram o 
circulo cinmansoripto em A, E, C; unem-se deis a dois esses pentos de 
encontro. Resolver o triangulo A`, B, C. 
Mesma questão, os pontos A', B' o 
seripto com as alturas de dde ABC 
1* Os pontos B, C’, sendo os meios as arcos AC e AB, temos, quanto 
ao numero de grãos 
EC : "ENS B LA 
A = gamo(AB --AC)— uc. =W- 


Assim como E =0w--£ e scc 


tonhecendo os angulos do triangulo A, B', C, e o raio do circulo 
circumseripto, a questão reduz-se a um problema co conhecido. 
2º Temos, quanto ao numero de gráos, 
an oap + AG)=ADE ACE 0 ( S a 


2 

Assim A==—SA, B==—28, C—-—23C 
e ainda fica & questão reduzida á resolução de um triangulo do qual se 
conhecem os angulos e o diametro do circulo circumscripto. 


CAPITULO VI 


APPLICAÇÕES DIVERSAS. 


£ 1. — Quadrilatero inscriptivel. 


117.Resolver um quadrilatero inscriptivel, conhecendo os 
quatro lados a, b, e, d. 


Calculo dos angulos. — Seja ABCD um quadri- ¿AM 
latero inscriptivel tendo por lados 


AB=a, BC=b, CD=c, DA=d 
A diagonal BD determina dois triangulos BDA, BDC, 
que dáo 
BD*=a* + d! — Sad cos A Fig. 68. 
BD*— bt- c? —2%0 cos C 
Se igualarmos entre si estas duas expressões, notando 
que se tem A+C=180º d'onde cos C— — cos A 
obtemos a equação 
a*-- d! —9ad cos A =b? 4 c*-|-9bc cos A 
PRA 
2 (ad + 


Esta — nào é logarithmica, mas d'ella se deduz 
, E (be)? —(a— ay 
isto 6 Alu 2 (ad + bc) 


b+e+a—d 


d'onde se tira cos A= 


(1 


tas ELEMENTOS DE TRE 


GONOMETRIA REC 
Da mesma fórmula (1), ips 


Podemos tambem deduzir 
2ad-4-95c-L 22.1. qn 

t+ cos A= 204 a+ d Pe (a 

3ad La Y 

ou Hes 2 (od at 1 


2cost Å = (acd b— (a - d— b + 


2 (ad 4- 55) 2 = A reed A 
) 
. TE r 
d'onde cos À =y 2103 E 
EM 3 2 ad+ bc (63) 
míim, se dividi o 
hnos vidirmos membro a membro as fórmulas (02) e (83, 
A (p— a) (p— dj 
r Ed) 
RRS (p—*$) (p—z) (04) * 


Um calculo todo semelhante daría as ex; 


B B 


pressões anologas de sen 2 
$5 
a 


1 auiem osangulosA e B, podemos d'elles deduziros supplementos 


113. Superficie do quadrilatero inscriptivel. — A área S di i 
ABCD é a somma das áreas dos triangulos BDA e BDC, ied. EM 


S= 3- ad senA + + be sen C 


ou, substiluindo sen C por seu igual sen A ou 2 sen a cos t 


S=(ad + be) sen e cos Lo 


Em vista das fórmulas (69) e (63), esta expressáo torna-se 
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119. Diagónaes do quadrilatero inscriptivel. A eliminação de cos A 
entre as duas relações 

TD: —o1--d!—2a4 cos A 

BD =b- c8 4- 20e cos A 
BD tet a+ 


Yi Tec TET. 
equação d'onde se tira. PA AE 2, 
BD— ab + cd) (ac + bd) (66) 
ad + bc d 
Obtem-se do mesmo modo 
AC Jod Edo) (ac 4- bd) (67) 


ab ol 
Taronexas DE ProrouEv. Em todo quadrilatero inscriptivel ; 
ie O producto das diagonaes é igual d somma dos productos dos lados 
oppostos. 
2º As diagonaes são proporcionaes ds sommas das productos dos lados que 
concorrem com ellas. 
Com effeito, se multiplicarmos as fórmulas (66) e (67) e as dividir 
mos depois membro a membro, obtemos respectivamente 
AC X DD — ac 4- bd 
AC ad--lc 
BD” aba 
120. Raio do circulo circumscripto ao quadrilatero. O raio R do circulo 


circumseripto ao quadrilatero ABCD, e por conseguinte no triangulo ABC, 
é representado pela fórmula $ CRINE BUR 
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Se escrevermos AB — m e AB = n, temos por conseguinte 
ABCD=2. BAD — mn sen A 


$* Superficie de um quadrilatero qualquer, Á superficie de um 

ilatero & igual d metade do producto de suas 
diagonaes multiplicado peloseno do angulo que ellas 
formam. 

Sejam S a superficie deum presio ABCD, 

Y a je do se conhecem as diagonaes AC= 
FE Acao angulo O que ellas fazem entre sd 
Ep. A superficie S é a somma dos quatro triangulos 

Fig-67. OAB, OBC, OCD, ODA; mas ella se obtém mais fa 
cilmente do modo seguinte. 

As parallelas traçadasásdiagonaes pelos vertices oppostos formam 
um parallelogramma cuja superficie é dupla da superficie do quadrila- 
tero. Ora os lados d'esse parallelogramma são iguaes ás diagonaes m, n, 
e um de seus angulos é igual ao angulo agudo O. 


Temos pois 38—mn sen O 


d'onde n 3 mn sen O 


3º Superfieie de um polygono regular. Calcular a superficie de 
um polygono regular den laos, em funcção : 4º do raio R do circulo circum- 
scripto; 2º do lado c ; 3º do apothema a. 
A superficie S do polygono regular ABCD..., de centro O, é a somma 
de n triangulos iguaes a OAB 
S=n. UAB * 


O angulo ` central, OAB, é igual am, 
i*Temor - 048—504. 0 
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AOB — 1 AB.CM — a'tg Z 
Logo =7 AB.CM= a EZ 
e eA 
eeufim S= na*tg - 


4º Se por un ponto qualquer tomad ono plano de um triangulo traçam-se 
parallelas aos tres lados, formam-se tres parallelogrammas a tres trian= 
gulos. Demonstrar queo producto das areas dos 
parallelogrammas e iguala 8 vezes o dos trian- 
gnlos. 

Seja o triangulo ABC 

Chamemos a, f, y os angulos dos triangulos .. 
redor do pontol; os angulos dos parallelogrammas 
lhes são respectivamente iguaes como oppostos 
pelo vertice. 

Denominando a e a' os segmentos de DE, b eb” mone 
os segmentos de FG ec, c' os de HK, as superlicies dos triangulos são : 
1 


1 ab sen ! e be 
g ab sen a, avesenf > QUcseny 
1 


seu productoé poisiguala 8 aa bU'ce' sen asen Ẹ sen y. 


As superficies dos parallelogrammas são : 
ab sena, a'csenB e bc seny 

seu producto é pois aa' bb' cc sen a sen f sen y. É vezes o producto 
precedente. 

ye iagom e 
rs a ae agulo 
Sejam z e y as semi-diagonaes. 
Temos : a? py! — 2xy cos a=b e 24 y? 2ry cos a— a3; 

` a 

&cos a 
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Uma das diagonaes tem 


GUA a iba: ci por valor a somma dos segundos membros 


Discussão. Para que os valores de z e de y sejam reaes, 


a un Ode: 6 necessa. 
B'cosi—aisent27.0; dond e 
2 a 5 cost z gi 
3 
ou ie? 
Se a ° segundo radical é nullo, e z—y; 
tg5 
alem d'isto eed 
V mr VARO 
1 a 3 


2 m 
e e Vai == +0, 


o parallelogramma é um rectangulo. 


Se, no valor precede = d 
M cct a=b, temos 22=2y=4 Y 2, o rectangulo 


Se 
fizermos ao mesmo tempo tg3=? e b=a, 2r e Y se 
apresentam debaixo da fórma indeterminada H Esta indeterminação 6 


real, porque « é recto, e os quatro lados são iguaes; a figura é um 
, as diagonaes podem pois crescer sem 


deixarem de ser 
pt t nos que a : 


6 
s 
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gu Exercicios de Geometría no espaço- 


s por um paralielogramma girando 


1» Achar a razão dos volumes pun : 
i ; e seus lados & € b. 
successivamente em torno de seus SA T 
Seja a o angulo dos lados do parallelogramma- Quando o eixo de ro 
tação é o lado a, O volume gerado é 
y,— xal? sen?a; 


quando o eixo de rotação é o lado b, o volume formado é 


V= ratb senta; 
Vs. b 
Logo Via 

Os volumes estão em razão inversa dos eixos de rotação. 

9» Calcular a superficie e o volume gerados por um semi-polygono regu- 
lar inscripto de um numero par de lados girando em torno do diametro do 
circulo cárcumscripto. 

Seja 2n o numero dos lados. 

4º A superficie procurada ¿igual á cireumferencia i 
pela projecção do contorno sobre o eixo. Por conse 


.S =4xRºcos- 
n n 


S=2rr. 2R, e como r = R cos 


20 volume é igual á superf descripta multiplicada pela terça 
parte do raio da circumferencia inscripta. Logo 
4 x 
ES na cont E 
/ Vous cosi? 


Se n tende para o infinito, à tende para zero e seu cos lende para a 
unidade, logo para o limite : 
S=4R* 


jede 


formulas relativas á esphera. 


raio R tragar um plano secante AB tal que : 4° r 
d superficie lateral do cóne 
o sejaigual ao do cóne. 
docóne. 1^ A su- 
a da calotte é 


Fig. 72. 


Bi correspondente & solução 
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> 0 volume do cóne é 5 =R*sen* acosa 


e de segmento é zR? (1 — cos z)* (2-i- cosa) 
sen*acos a— (t — cosa}? (2+ cos a) 


d'onde 

ou (4 — cosa) (1 + cosa) cos a — (1 — cosa)? (2-]- cos a) 
ou {1-4 cosa) cos 2 — (1 — cosa) (2+ cosa) 

ou emfim 2c0s!2-i-20082— 2—0 


cos T —1=V5) 
A raiz negativa devendo ser rejeitada, lor d 
1 o valo ig 
pe — do raio dividido em média e axirema ia. dam 
rema. — A áremda projecção de um triangulo 
bd or d Td ra do triangulo "multiplicada e 
eot o ai que o seu pluno forma tom o 
Com effeito, supponhamos em primei 
Ez log; 
que um triangulo ABC tem um du pu lados AB 
parallelo ao plano de projecção ; podemos enláo 
suppór que o Plano de projecção passa por AB. Do 
vertice C abaixemos sobre o plano uma perpen- > 
a Ce, e de „seu pé uma perpendicular £D ^ le 
;se unirmos CD, esta recta será a allura do triangulo ABC, 


e o angulo CDe será o angulo dos dois planos. 
Ora cD=CD cosa — 

liso ABxceD BA XCD 

> AE cp pma] 

isto é superf. ADc— superf. ABC X cos x 


do logar que o triangulo ni 
lado parallelo ao plano de r nào tenha nenhum 
Po que o plano o ED seran então - 


Supponhamos em segun: 
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rções de uma drea 


rema. — A somma dos quadrados das proj 
ao quadrado d'essa drea. 


os angulos 


5° Theo 
plana sobre tres planos rectangulares é igui 


Com effeito, sejam S a superficie considerada e a, P, Y a 
formados por seu plano com os planos que determinam dois a dois tr 


eixos rectangulares OX, OY, OZ. 
A somma dos quadrados das projecções da área S 
S? cos? a+ S* cos? p+ S* cos* y 


sobre estes tres plano 


é 
ou S? (cos? a+ cos? $ + cos* y) 
Ora, o angulo de dois planos sendo egual ao de duas rectas respecti- 
e tirarmos uma recta OD per- 


planos. 


a ess 


os tres angulos a, f, y são respecti- 


vamente iguaes aos que forma OD com os tres eixos OX, OY, OZ. 
Tudo reduz-se pois a demonstrar que 4 somma dos quadrados dos cosenos 

dos angulos que uma recta faz com tres eixos rectangulares é igual d unidade. 
Tomemos sobre essa recta um mento qualquer (i) — d ; as pro- 


jecções gesse segmenlo sobre os tres 
a=dcosa, b=d cos f, 


sio as arestas de um parallelipipedo rectangulo tendo por diagonal d; 


vamente perpendiculares 
pendicular ao plano da superficie S, 


c—d cosy 


a? i d Be -4d 
d* cos? x -i- d* cos? -+ d cos  — d* 
COs* « 3- cos? G -+ cos? y —1 


temos pois 
isto é 
donde 
Logo a somma dos quadrados das projecções da á S pó s 
Pd s projecções da área S póde escre- 
S? cost a-t- S* cos? p -- S? cos? y — St 
Em particular, n'um tetraedro OABC tendo um tried i s 
i ro Otri-rectan- 
gulo, cada uma das faces sendo a projeeção da área ABC sobre seu 


Í — (QAB/ + (BC) 4- (0CA? — (ABC) 


1 


d'onde se tira : 


CH — 0P x Cl = cos a sen b 
e IH — BP x Cl asen b 
ÁPPEN DICE Assim tambem os triangulos semelhantes OIL e OBP dão 
HR DR. 0 
BP OP  OBou! 
l d'isso se; IL — BP x 01 — os b 
e OL — OP x OI cos b 
substituindo esses valores em (1) e 


Cada um dos arcos a, b € inferior 


sideremos os complementos dos arcos a e b. 


j pa 
a=j=a 0 b=T, (3) 


TS Tao "s = 
Trata-se de estabelecer que temos ur CER Raro dh = voie 
arcos a e b » Para todo valor de cada um dos de o 4º caso, applicar a esses arcos q, b, as fórmulas (a), ($); o 
sen 2 "nd 
Cos (e 1.1) = Sen a cos b + cos a sen b sen (a +b") = sen a' cos b' -+ cos a’ sen V (4) 
À )= cos a cos b — sen a sen b F cos (a' + b) = cos a' cos b' — sen «sen b' (5) 
ni " " ^w 

Meis cudemonslraremos, com considerações goi E Substituamos a”, Y' por seus valores (3); notemos que se dois arcos 
berti erdadeiras num caso simples : depois, Emil. : são cos een de seno de um : igual ao coseno do outro ; emfim, 

vas, faremos vi meio — E lo-nos que dois arcos supplementares têm senos ij s e 
mente geraes, Faces ér que ellas são comp senos iguaes e de signaes contrarios. As fórmulas (4) e de quali 


todos os signaes na ultima. 


. Sen (a +b) — sen a cos b -+ cos a sen b 
Cos (a+ L) = cos a cos b — sen a sen b 


= cos a' eos 5 — sen a sen è 
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Substituamos a' por vi = 
por seu a 
alor a —, obi 


sen (apo 2) =sen (a — E) tosd eos : 


cos EA = / 
(a+ 5) =s ( a— F) 0080 — sen ( 
isto é, em virtude do nº 16. 


cos (a + b) — cos a co: 
sb—sena 
sen (a+) — sen a cosb cos a sen e 


EY 
Caso. As fórmulas (=), (8) são verdadeiras para d. 


quaesquer. is arcos 
Sejam doi "m posit 

" dois arces positivos a e à. Dividindo cada um 4% kr 

por 7, obtemos quocientes inteiros m, a 95585 arcos 


3 n e restos inferiores 
o que permitte escrever-se eriores a a agr 


a=m_+4 LÀ 
3 b=n +0 


As fórmulas (=) sáo " 
segundo caso; lame o “PPlicaveis nos arcos a, Uem virtudo do 


sen (a' + b') = sen a' cos b' E Á 

per cR goto Son t e e 
Ora, segundo o 3* caso, estas fórmulas suhsistem quando j 
cessivamente a q m vezes >, ea Un veres E. me 
sivas dáo finalmente. 7 x x 
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os, 0 nenhuma das suas 


que não altera 
tornam-se finalmente 


depois 2kx a cada um d'esses arc 

linhas trigonometricas (8) e (% 
sen (a + b) sen a Cos b+ 
cos (a-1- b) = cosacos b — sen «se 


cos a sen 5 
n 


são as fórmulas (=) e ($) applicadas a dois arcos quaesquer. 
Logo a& fórmulas sáo completamente geraes. 
ll. Sen (a — b) e eos ¡a — +) em juneção dos senos € cosenos 
dos arcos a e b. y 

Se substituirmos b por — b nas fórmulas (=) e(f 
igualmente geraes. 


, obtemos as fórmulas 


a — Y — sen a cos b — cosa sen b 


sen 
: asen b 


cos (a — b) — cos a cos b + sen 
lll. Observação. As fórmulas (2), (8), que comprehendem as fór- 
mulas (y), (8), entram ellas mesmas uma na outra. 


Com effeito, se subslituirmos a por a +5 a primeira fica sendo 


sn (att) nm («+ =) cos b cos (a +) n 
ou, tendo em conta o nº 16, 
cos (a + b) = cos a cos b — sen asen b 
Logo, na realidade, as quatro fórmulas (x), (8), (^ (5) se reduzem a 
uma só. Bastaria estabelecer 1 


b uma d'ellas em sua generalidade para 


À 
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Portanto, podemos escrever : 


aży— b= aby -— i, 
d'onde, representando-se com Gauss ,/ — pela letra i, vem ; 
abi 


(4) 
como symbolo das expressóes imaginarias. 

Si na expressão (1) suppuzermos b = 0 ella se reduz a a; portanto 
os imaginarios comprehendem como caso particular as quantidades 
reaes. 

As denominações real e imaginaria forão infelizes, pois suggerem 
wma opposição que não existe. O imaginario, no verdadeiro ponto 
de vista scientifico, tem o mesmo sentido que a fracção, o negativo 
o irracional, e não qualquer outro sentido especial e extranhc. Todas 
essas expressões não passam de meros symbolos, indicando resul- 
tados de operações sobre numeros inteiros positivos, quando taes 
resultados não são são numeros inteiros positivos. 

A razão pela qual denomínou-se imaginario a expressão algebrica 
onde entra o symbolo i, foi a difficuldade de descobrir alguma reali- 
dade extra-algebrica que o representasse. 

Pela algebra sabe-se : 


1? Que dous imaginarios que differem sómente pelo signal do coef- 
ficiente de i, uy 
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obter-se o valor de p, elevão-se ao quadrado os membros 
equação e depois se as sommam ordenadamente; vem : 


461 
de cada 
P? (sento + cos 9) = a3 + bi 

a, por ser 
Ben? 9 + cos? g — t, 

pg =a +b 

d'onde ; 
EA 

Peval + bi 
que, considerado com o signal positivo, o que 6 sempre possivel, é 
o modulo. 


Para obtenção do angulo q tiráo-se do systema supra as duas rela- 
ções ; 


a 
co; = 
s P A 


h 
- sen? -— 
d Pe 


Essas duas relações são satisféitas por um mesmo angulo, pois a 
de. quadrados dos segundos membros é igual á unidade; 
rdade : 


, E a b ath gp 


=== ——=3-!t 
Atp- g Ce 
lo p é determinado pelo seo seno e seo coseno 
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ECTILINEA 
Sejáo os dous imaginarios 


P (cos ? + i sen q) 


e — g'(cosb-isen y); 
multiplicando, vem : 


p(cosp+1isenp)x<g cos 6 -- i sent 
=pp' [cos 9 cos Y +isenY cose -F isen ? cosy- i se 
££ [[cos q cos 9 — sene sen V) + i (sen y cos 
=p? [cos (e - 9 ) d- i sen (o - 

9 que demonstra o theorema. 

Coroliario 1º. O modulo e o argumento do producto de umn 
mero qualquer de imaginarios são iguaes respec mente ao it 
ducto dos modulos é à somma dos argumentos dos factores... o 
` Com effeito, para multiplicar os 


( dous primeiros factores, multi. 
plicam-se seos modulos e sommam-se seos argum s. Para multi- 


plicar esse producto pelo terceiró factor, deve ultipliear seo 
modulo pelo do terceiro factor, e somma-se a sco argumento o do 
terceiro factor; e assim por diante. 


Corollario 2º. Para elevar um ima 
e positiva de grau m, é necessario 
multiplicar o argumento por m. 


E'uma co encia immediata do corollario precedente, súp- 
pondo-se iguaes todos os factores alli considerados. 


Formula da Moivre. Do corollario 2? deduz-se : 
[? lcosg+iseng)]J==p= (cos m e + ise n €) 
Fazendo $ = 1, o que equivale a suppor o modulo igual a 1, vem 
(cos € -Fiseng)" — cosm e + č sen m 9 
Essa igualdade notavel cham T 


n? se 
PEST 


ginario a uma polencia inteira 
elevar o modulo & potencia m e 


| 
| 
Å 


quaes são ob! 
quaesquer 
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(1) mi 
OS resolver de modo élegante com auxilio da formula de 
Moivre. 


! da a expressio imaginaria cuja potencia m é 1, ou tem para mo 
dulo a unic , tem tambem para modulo a unidade. 


(1) admitte uma raiz imaginaria, essa raiz é da fórma 


cos $ +iseno 


Para que 


essa expressão seja effectivamente raiz, é ne rio € 


iciente que se tenha, de accordo com a formula de Moivre: 


cos mọ -Fisen me —4, 


d'onde 
cos m q=1;€e sen mp0 


hz 
ou me-2hz Las 
m 


sendo h um inteiro arbitrario. 


Por consequencia a equação (1) é satisfeità por todos os valores 
de z comprehendidos na formula 


(8) Et ren thm. 


m m 
Fara que dous valores de k' ek” de k correspondam a dous valores 
de z, é necessario e sufficiente que a diferença dos argumentos 
vum i 
2h, LM) seja um multiplo de 2 x, ou, em outros termos, que a 
m m 3 


diferença R'— k" seja um multiplo de m. 


A formula (2 dá, e sómente dí, m valores distinctos para z; os 
ido-se a k, m valores inteiros consecutivos 
€ + eo, por exemplo : 


-. 0,4, 2... (n— 4j. 
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Pode-se notar que a terceira raiz zé O quadrado da Segunda z, 


Fazendo-se então t 


Pesa 


as trez raizes da equação 2º— i = 0 serão representadas por Ljep, 


EXERCICIOS E PROBLEMAS 


Exercicios sobre os Capitulos I. e II 


1. Reduzir ao primeiro quadrante as linhas dos arcos seguintes : 
de sen 405° 45' 4” 
Cg 2° sen 424º Y 412" 
3º sen 223º 32 21" 
4º sen 1413: 18 43" 
2. Dado sen a =. achar as outras linhas trigonometricas do arcos. 
3. Mésma questão, sabendo que cosec a— V 3. 
4. Achar o seno e o coseno de um arco cuja tangente é 2; 
5. Achar as linhas trigonometricas dos arcos de 120° e de 103°, 


5. Achar todos os angulos comprehendidos entre 0 e 900° para os. 
quaes temos ; tg a= 1. 


7. Qual 


r3 
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3 q EXERCICIOS E PROBLEMAS. 67 
13. Sabendo que cos 30» — M , calcular son 15º, cos 15^ e tg 139 $ > ; 
14. Achar sen 9º e cos 9º. Achar os logarithmos de : 
i 5 e 29/40" " F 
S ===, char tg 15º depois tg 7° 3i 58. tg 10922 10 68. tg 60533 58'4 
45. Sabendo que tg 30* "EN g 15 depois tg ) , ES EER IN e Ae 
24 AE y x 60. tg 91 70. i 
16. Dada tga =— T valeular tg 2? d'ahi deduzir sen rx cor 4 61. colg 36" 21 14. cotg 6º 16:3 
n i 69. tg 3 7. ty 84 
11. cosa=0,7; calcular lg a. 1 65 cold Es M mH 
: . 64. tg 74 tg 254 3,7 
«Tornar caleulaveis por logarithmos as expressões, i | 05 cotg ar m5 ten 921^ $3 n^ $ 
18. sen 34º W 12" + sen 12» 14º 28” 56 tg 542787 | 36. ig 0°43 48",9 
19. sen 25º 36' 14" + sen 16º 3' 46" 67 colg 69 0' 9 | m colg 0 0 56"4 
90. sen 32º 8'17" — sen 9º 10' 25" 
u. cos 45º 47' 44” + cos 27º 50" 4" | Achar os logarilhmos de : 
22, cos 6-12 5º — cos 62° 40' 32 78 sen 164º 27 30” 80, sen 208» 45 23 
23 cos 20º 0'58" — sen 350 53' 8” m E duin z * ed 
y ^ gr "e 19. cos 120º 35" 10" Bi.  cosSM 33 50 
2. tg Ager 9"-- tg 100 (iy o : 
25. colg 37º 38' 49" — cotg 76º 4' 59" 


Achar os angulos correspondentes a : 
sen 63º 34' 42" + sen 38º T 45" Y E 


pe sen 6998 13 — TA 52.  logsenz— 1,408 8594 | 92, ! 
= sen 980 6' 35” — sen 95» 32 8" 83. log cos x = 1,884 9065 | 93. , 
J sen 98* 6 357 — sen 25» 32 8^ 8%.  logsena=1,7756935 | q | 

É 85. . logcos =1,7149428 95. logcos:z—4,;89123; | 

Tornar calculaxeis unas E = 54 1 

b reed isis ct Ore logsen 3,705 4321 96. logsenz— 1,919 6145 i 

38. — 4-t-sen 20^ 3X 44 3&. 4 — cotg 76031’ 26 log cosa =1,998 8776 97. logcos z— 1,651 3245 | 
99.  4— sen 30° 45 47" 35. — 4 cotg 59» 15 9" i h $ E 4 ] 
CN cosi8e E so " og sen z — 29123856 98. logsenz— 1,976004; | 
3.  !—cosóP S0 48"— logcosz=1,9 k 99. logcosz— 3,753 1789 o 
is Ag Heg jme ] j 400. logsenz=T,999 1357 | 
r A= : l logicos z— 3,8000216 


BESSE 
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» s "P 140, Cale 3 elerm rele sainia : 
Acaliar ds menores arcos positivos que satisfaçam às equações; ( ? . Calcular o angulo x determir a relação seguinte : 
E á v sen (x -]- 45*) sen (z + 75*) = sen 82*. 
122. senz — .- | 126. secr= — n | L 
5 3 * 17. Qual é o arco cujo coseno é igual é corda? 
: 17 . 
Y. tgr=3 121. tgz— 3 48. Determinar um angulo tal que a somma das suas seis linhas tri 
= gonometricas seja igual á uma quantidade dada m. 
134. cosz — 0,7 128. eolg z— — = 
a 7 i9. Resolver as equações : 
2 n sen s= 
125. colgr=— 139.  cosecz— — 3 4 H- V3 sen z—1. 
3 3 2 sen z + cos z = 2. 
Avaliar os menores arcos positivos que satisfaçam às equações senz+V3cosz=V2. 
10 tgr=sen 122448" 1 cos 12° 24 48" " | 150. Resolver: sen (1 — a) = sen 2 — sen a 
131. a= ig 03" 15 46" + cotg 63° 15 16" 3 
M - y tg 151. Resolver a equação: tg'z— colg z— m! — 3m. 
Exercícios sobre o Capitulo IV. I e 
Equações a uma incognita. " 152. Resolver a equação: arco sen z + arco sen z y= LM 


132. Achar o menor angulo positivo que satisfaça é equação : tg 2z 
=iigz. Equacóes a multas incognitas. 


133. Resolver a equação : 
134. Resolver a equação : 
135, Resolver a equação : 
136. Resolver a equação : 
137. Resolver a equação : 


tgz+colgr=+. 
tgr+abcotgr=a+b, 
lgz— colgr=1. 

sen bz —sen Tz. 

sen &z -i- sen z—0. 


153. Resolver o systema das duas equações ; 


sen z = cos 2y 
sen 27 = cos y 


154, Achar dois angulos conhecendo a somma a de seus senos e à 


somma b de seus cosenos. 
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achar, especialmente, todos os valores de z e de y que satisfaçam a essas 
1 3 
equações quando se tem: a =p = E 
159. Resolver as duas equações : 


seng + sen y == sen a 
cosg + cos y —1 -+ cosa 


160. Resolver o systema das duas equações : 
2 (sen 2r + sen 2y) — 1 = 2 sen (2+ y) 
tôt. Eliminar z e y entre as tres equações : 
senz -+ sen y =a 
cosg -+ cosy — b 
cos (z — y) — 
162. Eliminar x entre as equações : 
(a — b sen (x + a) — (a + b) sen (z — a) 
atg c —btg = e 


163. Achar todos os valores de sen z e de sen y que 


verificam as 
equações : 


seny —ksenz 
2cosz + cosy =i 


que valores deve-se dar a k para que seja possivel o problema ? 


104. Calcular dois angulos, conhecendo a sua somma ou a sua diffe- 
renca d'elles, e a somma, o producto ou o quociente de seus senos. 


165. Calcular dois angulos, conhecendo a suasomma e a sua differenga 3 


* à somma, o producto ou o quociente de suas tangentes. 

15. Dividié um angulo a em-duas partes taes q 
de Cose! 

Pd seus 
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Exercicios sobre o Capitulo V, 
Triangulos rectangulos, 


Resolver os triangulos rectangulos cujos dados seguem ; 


1º Caso. [ 2» Caso. 
1. Qa 230» | 
| B=38º | 
~ ya= 
; | B— 38 
Caso | 
175 | a=147=,80 
2 | o— 48» 
178 ja 187,76 
| b—34507,48 


179. Resolver um triangulo rectangulo, conhecendo 
b 
o=10" e aame 


480. Qual é a altura de uma torre que dá 96 m. de sombra, quando o 
sol está na altura de 52° 30' acima do horizonte? 


i da sombra projectada por uma arvore de 
see OMM naar de 3» 30' acima do horizonte ? 


182. Determinar a altura do sol quando a sombra de um estylo verti- 
Pardon 


vezes i altura do est ylo. 
jl quando a sombra de um objecto vertical 
E 


que faz um angulo de 22 
169,04 
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Triangulos quaesquer. 
Resolver os triangulos cujos dados seguem : 
4* Caso. 
A = 3% 5T 
189. f B = 123* 
{ a=117° 80 
$* Caso. 
a= 1072 
194 | b= 48" 
C=54 
3º Caso. 
a= a a= 456m, 48 
193 [E 194. b— 8180,50 
e= gm c=592m,30 
4º Caso 
aio» 5 —53^,60 
195. b=410w 196. c= 350,20 
A=38* B= ung 


497. 0 angulo de elevação do vertice de uma torre vertical 6 de 43913" 


a 125 da lorre; estando o olho do observador a 1%, 40 acima do solo. - 


Qual é a altura da torre? 


198. O angulo d'elev: 
inaccessivel é de 280 sam 


do vertice de uma torre 
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202. Verificar que n'um triangulo rectangulo temos ; 
rra! rr 8 


203. Achar a condição para que o raio do circulo cireumseripto a um 
triangulo seja igual ao triplo do raio do circulo inscripto. 


204, Exprimir as tres alturas A, A', A”, de um trianguio em funcção 
dos lados e dos angulos. 


205. Calcular as tres alturas de um triangulo em funcção dos tres la- 
dos. 


206. Em um triangulo, conhece-se um lado c e os angulos adjacentes 
A e B; calcular a bissectriz do angulo A e o segmento de BC adjacente 


a AB. 


207.. Dados os tres lados de um triangulo, calcular a bissectriz de um 
dos angulos. 


208. Os lados de um triangulo medem respectivamente 2º + z 4- f, 
231, 22—4, a letra z designando um numero maior que 1. Verificar 
que o angulo opposto ao primeiro lado é um angulo de 120º. 


209. Os lados do angulo recto de um triangulo rectangulo sendo 2 mm 
e m* — nº, calcular as tangentes dos semi-angulos agudos. 


210. Calcular os lados b e c d'um triangulo rectangulo do qual se 
hypolhenusa a, e no qual os angulos B e C verificam a re- 


são E EI 


«este triangulo, sua su- 
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